
第 2章 ガイダンスの作成技術

2.1 はじめに 1

第 1.2節でも述べたように、ガイダンスでは目的変
数と説明変数の関係式を何らかの方法で事前に作成し
ておき、それを最新初期時刻の数値予報モデルから算
出した説明変数に適用することで予測値を作成する。
この関係式を導く方法には様々なものがあるが、代表
的な方法は本章で述べる線形重回帰やニューラルネッ
トワーク、カルマンフィルタなどの統計手法である。
統計手法を用いてガイダンスを開発する場合、その

手法に関する理論を理解し、実装し、検証する必要が
あるが、これには一般に多くの時間と労力を要する。ま
た、このような処理を独自に実装した場合には、バグ
や非効率的なプログラムが含まれる可能性もあり、開
発効率の低下や、将来的にその手法を維持・管理して
いくためのコストの増加につながる。そこで近年のガ
イダンスの開発においては、統計処理を行うためのソ
フトウェアやパッケージといった統計ツールが用いら
れている。統計ツールを利用すれば、新たな手法によ
るガイダンスを比較的容易に導入できるため、開発に
掛かる時間を大幅に削減できるとともに、プログラム
の可読性が向上し、バグが混入する可能性も低くなる。
近年では、統計処理を行うための様々なツールが無償
で利用できるようになっており、これらのツールはガ
イダンスの開発を効率的に進める上で不可欠な存在と
なっている。
一方で、統計ツールを利用すれば、その手法に関す

る知識がなくても予測値を作成できるため、不適切な
手法を用いたり誤った入力データを与えたりすること
や、開発の方向性を限定してしまうことにつながる。
竹内ほか (1992)は、手法の意味を理解せずに統計ツー
ルを利用したとしても、その結果を正しく利用するこ
とはできない上に、誤った判断をくだす危険があるこ
とを述べている。久保 (2012)は中身を理解せずに統計
ツールを利用する手法をブラックボックス統計学と呼
び、誤った手法を無自覚に用いたり統計や検証の結果
を都合良く解釈したりするのではなく、データをよく
見て目的に沿った統計モデルを構築することの重要性
を述べている。開発においては、十分に注意していた
としても、手法の妥当性よりも目先の予測精度を重視
してしまいがちである。しかしそれでは、数値予報モ
デルの予測特性の変化などにより、予測精度が大きく
低下したり、不自然な予測値が出力されたりする可能
性が高まり、将来的な維持・管理コストの増加につな
がる。ガイダンスの予測精度を長期的に維持・向上さ
せるためには、統計ツールを有効に活用するとともに、
用いられている統計手法について正しく理解し、正し
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く使用することが重要である。
本章では、ガイダンスの開発・管理に携わっている
者、またはこれから携わる者を対象として、本稿執筆
時（2018年現在）の気象庁のガイダンスに用いられて
いる作成技術について、統計手法の理論を中心に述べ
る。統計手法を理解する上では統計や数学の高度な知
識が必要となる場合もあるが、ここではガイダンスに
利用する上で必要となる知識に絞って簡潔に述べるこ
とにしたい。より詳しく知りたい方は統計学や機械学
習、時系列解析等に関する解説書を適宜参照していた
だきたい。
本章の構成は以下のとおりである。まず第 2.2節で
は、ガイダンスに用いられている様々な手法を分類し
ながら、ガイダンスに用いられている手法を概観する。
続いて第 2.3節では、本章で述べる統計手法を理解す
る上で必要となる統計の基礎について述べる。第 2.4

節から第 2.9節では、気象庁のガイダンスに用いられ
ている手法と、各手法をガイダンスに利用する上での
留意点を述べる。最後に第 2.10節では、気象庁のガイ
ダンスにはまだ利用されていないが、海外の気象機関
では利用されているなど、今後新たな手法の導入を検
討する上で候補となりうる手法について、その一部を
紹介する。
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2.2 手法の分類 1

ガイダンスの関係式を作成する手法には様々なもの
があり、目的変数や説明変数の特性やガイダンスの利
用形態等を考慮して選択される。1つのガイダンスに
使用される手法は 1つとは限らず、多くのガイダンス
では複数の手法を組み合わせて予測を行っている。本
節ではガイダンスの作成に利用されている手法を分類
しながら各手法の特徴を述べる。

2.2.1 統計手法と診断手法
過去データを統計的に処理することによって目的変

数と説明変数の関係式を作成する手法を統計手法と呼
ぶ。代表的な統計手法として線形重回帰やニューラル
ネットワークなどが挙げられる。統計手法では、統計モ
デル（目的変数と説明変数の関係は線形である等）を
事前に設定しておき、過去データを用いて統計モデル
の最適な係数を決定する（係数を学習するともいう）。
これに対して診断手法では、目的変数と説明変数の関
係式は過去の研究や目的変数の定義などに基づいて決
定される。例えば第一圏界面の定義に従って圏界面気
圧の予測を行う手法や、消散係数の調査結果と視程の
定義に基づいて視程の予測を行う手法、パーセル法に
基づいて積乱雲の雲頂高度を予測する手法などが診断
手法に分類される。圏界面気圧の予測のような純粋な
診断手法では関係式の作成に過去データを必要としな
いというメリットがあるが、実際には視程分布予想や
積乱雲頂高度など多くの診断手法型ガイダンスでは、
予測精度を向上させるために過去データも用いて係数
やパラメータの調整を行っている。
統計手法では平均的な精度が良くなるように係数が

学習されるため、稀な現象は予測されにくいという特
徴がある。これに対して診断手法では数値予報モデル
の結果が直接的に予測に反映されるため、シャープな
予測を行うことになり、数値予報モデルが極端な値を
予測すれば、ガイダンスも極端な値を予測しうる、と
いう特徴がある。ただし、予測精度としては統計手法
を用いた方が良くなりやすい。

2.2.2 MOSと PPM
統計手法を用いて関係式を作成するとき、係数の学習

に用いる説明変数が数値予報モデルから算出される場合
をMOS (Model Output Statistics, Glahn and Lowry

(1972))といい、実況値や解析値から算出される場合を
PPM2(Perfect Prognosis Method3) という。例えば発
雷確率を予測する場合、MOSでは過去の数値予報モデ
ルによる降水量や安定度などの予測と過去の発雷の有
無の実況を用いて係数を学習するのに対し、PPMで
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2 perfect prog, perfect prognosticまたは PPと呼ばれるこ
とも多い（Wilks (1995)など）。
3 http://glossary.ametsoc.org/wiki/Main Page

は過去の実況の降水量や、高層気象観測や解析値から
算出した安定度などと過去の発雷の有無の実況を用い
て係数を学習する。PPMは数値予報モデルの予測が
完璧で誤差がないと考えた場合の予測であるのに対し、
MOSでは数値予報モデルに含まれる誤差（系統誤差、
ランダム誤差）も考慮される 4 ため、予測精度として
は一般にMOSの方が高くなる。これは例えば、地上
気温と湿度の予測値を入力として降水の雨雪を判別す
るような場合を考えればわかりやすい。仮に数値予報
モデルの地上気温に正バイアス（気温を高めに予測す
る系統誤差）があり、湿度はバイアスが 0であったと
すると、PPMを用いた場合には実況と比べて雨と予測
する頻度が多くなる。これに対しMOSを用いた場合
には、地上気温の正バイアスを考慮して雨雪が判別さ
れるため、予測精度は高くなる。また、PPMでは数値
予報モデルが直接予測する要素（地上の風や気温、降
水量など）を予測することには意味をなさない。なぜ
ならば、もし数値予報モデルの予測が完璧ならば統計
手法を用いる必要はなく、数値予報の出力そのものを
用いれば良いからである。このため、これらの要素を
予測するガイダンスは必然的にMOSを用いることに
なる。
2018年現在の気象庁のガイダンスの多くは予測精度
や予測対象の理由から MOS 方式を採用しているが、
PPM方式には以下のようなメリットがあり、モデルが
精緻化されて誤差が小さくなってきた現在の数値予報
モデルにおいては PPMも考慮する価値のある手法で
ある。まず、PPM で学習した係数は数値予報モデル
の誤差特性に影響されないため、数値予報モデルが改
良されて予測誤差が減少していけば自然にガイダンス
の精度も向上していくことが期待できる。これに対し
て、MOSで学習した係数は数値予報モデルの誤差特
性に強く影響されるため、数値予報モデルの更新の影
響を受けやすく、数値予報モデルの誤差特性が大きく
変わる場合にはガイダンスの予測精度が大きく低下す
ることもある。また、PPMは過去の実況や解析値を元
に係数を学習するため、データが保存されている限り、
10年や 20年といった長期間のデータに基づいてガイ
ダンスを作成することもできる。このため PPMでは、
比較的稀な現象に対してもある程度多くのサンプル数
を用いて係数を学習することができる。これに対して
MOSで学習した係数は、誤差特性が異なる数値予報モ
デルに適用することは不適切であるため、数値予報モ
デルの特性が大きくは変化していないと考えられる期
間（通常はせいぜい 3, 4年程度）しか過去に遡って学
習することができない。
一般に予報時間が進むほど数値予報モデルの予測誤

4 第 1.2節でも述べたように、ガイダンスは系統誤差は補正
できるがランダム誤差は補正できない。ただし、ランダム誤
差がどれくらいあるか（予測と実況の相関がどれくらい弱い
か）、という情報は考慮される。
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差は大きくなるため、数値予報モデルのランダム誤差を
正しく反映した予測では、初期時刻に近い時刻はシャー
プな予測を行い、予報時間が進むにつれてメリハリの
ない（気候値に近い）予測をすることになる。実際、予
報時間で層別化（第 2.2.5項を参照）されたMOSはこ
のような予測を行う。このため、予報時間で層別化さ
れたMOSの予測を初期時刻順に同じ対象時刻で並べ
た場合、気象場の予測が変わらなかったとしても、初期
時刻が新しくなるにつれて予測がシャープになる。こ
れは予報後半ほどランダム誤差が大きいという数値予
報モデルの特徴を正しく反映させた確率予測を行うよ
うな場合には望ましい特性であるが、そうでない場合
には、初期時刻が新しくなるにつれて対象とする現象
が強まったかのような印象を与えてしまう。これに対
して PPMでは、数値予報モデルのランダム誤差を考
慮しないため、常に数値予報モデルと同程度にシャー
プな予測をすることになる。初期時刻順に同じ対象時
刻の PPMの予測を並べた場合、気象場の予測が変わ
らなければ、初期時刻に関わらず常に同じような強度
の予測をすることになるため、PPMは現象の推移の把
握に適している。
数値予報モデルに系統誤差がある場合、PPMを用い

ると予測誤差が大きくなってしまう。そこで予測時の
入力データに数値予報モデルの出力値を用いる代わり
に系統誤差が補正されたガイダンス値を用いることが
ある。例えば最大降水量ガイダンスでは、学習時には
解析雨量から算出した平均降水量と最大降水量を用い
てその比を表す関係を学習し、予測では数値予報モデ
ルの降水量の代わりに平均降水量ガイダンスを入力と
して最大降水量を求めている。また降水種別ガイダン
スや雪水比ガイダンスでは、地上気温の実況を用いて
関係式を学習し、予測では格子気温ガイダンスを入力
としている。ガイダンス値を予測時の入力データに用
いることで、PPMの利点を活かしつつ系統誤差を軽減
することができる。
MOSと PPMの中間的な方法として、数値予報の初

期時刻に近い時刻で係数を学習し、その係数をそれ以
外の時刻の予測にも適用するという手法もある 5。空
域予報で利用されている乱気流指数と着氷指数などは
この手法を採用している。空域予報では短時間の予測
が特に重要であるため、初期時刻に比較的近い時刻の
データを利用して係数を学習し、その係数をほかの時
刻の予測にも適用している。これにより、注目したい
時刻では最適な予測がされつつ、それよりも先の予測
時刻でも着目している時刻と同程度のメリハリを持っ
て予測されるため、乱気流や着氷の予測域の推移が把
握しやすくなっている。ただし数値予報モデルの系統
誤差が予報時間とともに変化する場合には、予報時間
によって予測特性が変化することに注意が必要である。

5 この手法は pseudo-PP (Météo-France 2015) とも呼ばれ
ている。PPは perfect prognosis の略。

2.2.3 一括学習と逐次学習
統計手法を用いて予測式の係数を学習する場合、過
去の一定期間のデータを用意し、過去データによる予
測値とそれに対応する実況値から求められる誤差関数
を最小にするような係数を求めることになる。この時、
用意した全ての過去データを用いて算出した誤差関数
を最小にするように係数を決定する手法を一括学習（ま
たはバッチ学習）という。これに対して、過去データを
時系列に並べて 1組ずつ与え、データが与えられる度
に係数を更新する手法を逐次学習（またはオンライン
学習）という。また、一括学習に近い手法としてミニ
バッチ学習と呼ばれる学習方法もある。ミニバッチ学
習は過去データの中から一定数のデータをランダムに
抽出して学習する方法で、主にニューラルネットワー
クの学習に用いられる。これについては第 2.6.6項な
どで述べる。
本章で述べる統計手法の中では、線形重回帰とロジ
スティック回帰では一括学習が、ニューラルネットワー
クとカルマンフィルタでは逐次学習が用いられる場合
が多いが、各統計手法の解説で述べるように、線形重回
帰とロジスティック回帰でも逐次学習は可能で、ニュー
ラルネットワークでも一括学習は用いられる。カルマ
ンフィルタは基本的には係数を逐次更新することを前
提とした手法であるが、一定期間で逐次学習してその
後は係数を学習しないという手法を取るならば、一括
学習ともいえる。ただしその場合には学習の最終日に
最適化された係数で予測を行うことになるため、予測
精度は線形重回帰や通常のカルマンフィルタと比べて
低くなる。
一括学習を用いた場合、再学習するまで係数は変化
せず、ガイダンスの予測特性は変わらない。このため、
利用者にとってはガイダンスの特性が把握しやすいと
いうメリットがある。しかし、季節変化や数値予報モ
デルの特性変化に追随できないため、季節による層別
化（第 2.2.5項を参照）が必要であったり、数値予報モ
デルの更新によりモデルの特性が大きく変化する場合
には、ある程度長期間のデータを用いて係数を再学習
したりする必要がある。これに対し逐次学習を用いた
場合は、新しい実況データが得られる度に係数が変化
しガイダンスの予測特性も変わる。このため、一括学
習と比べるとガイダンスの特性は把握しにくくなるが、
季節変化や数値予報モデルの変化に追随することがで
き、数値予報モデルの更新時には比較的短い期間で係
数を最適化できる場合がある。ただし必ずしも速やか
に追随するわけではなく、例えば大雨や強風など頻度
の少ない現象を予測対象としている場合には、短い期
間では学習に必要なサンプル数が得られないため、数
値予報モデルの変化に適応するまでに数か月以上掛か
る。学習速度を速めるように調整することもできるが、
単に速めただけでは実況を後追いするだけになってし
まい、予測精度は低下する。
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逐次学習型のガイダンスでは、稀な現象を予測でき
なかった場合、次回はその現象を予測しようとして係
数を大きく変化させる。しかしそのような稀な現象は
続いては起きないことが多いため、係数が元の状態に
戻るまで過剰な予測を続けてしまう、というようなこ
とが生じうる。このため、稀な現象に対して逐次学習
を用いると予測精度が低くなる場合がある。一括学習
ではこのようなことは起こらないため、稀な現象に対
してもある程度の予測精度を持つことになる。このよ
うに、比較的頻度が高い現象を予測する場合は逐次学
習が適しており、稀な現象を予測する場合は一括学習
が適している。
逐次学習型のガイダンスは、数値予報ルーチンを運

用する場合や、過去のデータを用いて予報実験を行う
場合には、数値予報モデルのデータと実況データ、前
回の係数を適切な順番で与える必要があり、データの
取り回しが複雑になる。また逐次学習を行う中で、係
数が異常な値になってしまうこともあるため、係数や
予測値をモニターし、異常な場合には係数を差し替え
る等の対応が必要になる。一括学習型ガイダンスの場
合は数値予報モデルの更新時を除いては係数を更新す
る必要がないため、逐次学習型ガイダンスに比べて維
持・管理する手間は少ない。

2.2.4 補正手法
降水量の実況の頻度分布は、弱い降水の頻度が非常

に多く、強い降水は少ないという偏った形をしている。
このような分布を持つデータに対して統計手法を用い
ると、平均的なスコアを良くするために、頻度の低い
現象が予測されにくくなるという傾向がある 6。しか
しながら気象予測においては、頻度が低い現象（大雨、
強風、低視程など）の予測が重要である場合が多く、こ
のような現象に対しても実況と同程度の頻度で予測さ
れることが望ましい。そこで、頻度バイアス補正と呼
ばれる補正手法が用いられている。頻度バイアス補正
では、統計手法により予測値を求めた後に、実況の頻
度と予測の頻度が等しくなるように予測値の補正を行
う。これにより、統計手法による予測では全く予測さ
れない（頻度がゼロの）現象も学習期間内の実況と同
程度に予測されるようになるため、空振りは増えるが
的中も増え、稀な現象に対する精度は向上する。頻度
バイアス補正は、平均降水量ガイダンス、風ガイダン
ス、視程ガイダンスなど、逐次学習型のガイダンスで
かつ、実況の分布に偏りがあり、頻度が低い現象の予
測が重要なガイダンスに利用されている。頻度バイア
ス補正について詳しくは第 2.9節で述べる。
頻度バイアス補正以外にも、降水確率ガイダンスを

6 予測に位置ずれがあった場合、実況は頻度が多い側（降水
の場合は降水量が少ない方）にずれる事例が多くなる。統計
手法では平均的なスコアを良くするため頻度が多い現象を予
測しやすくなるため、頻度が低い現象の予測は少なくなって
しまう。

用いた平均降水量ガイダンスの補正、上空の気温予測
等を用いた降水種別の補正、予測に最適な閾値を一定
に近づけるための乱気流指数の補正など、各ガイダン
スの特性や使用目的に応じて独自の補正を行っている
ガイダンスもある。これらについて詳しくは、第 4章
の各ガイダンスの解説で述べる。

2.2.5 層別化
層別化は、学習データを地点や時刻、季節などに分
割し、それぞれに対して係数を学習し予測に利用する
手法である。地点で層別化した場合には、地点毎に異
なる係数を持つことになる。例えば気温予測の場合、東
風が吹くとA地点では気温が下がるが、B地点では逆
に気温が上がるなど、対象とする地点によって気温に
影響を及ぼす現象や及ぼし方が変わる。このような場
合、A地点と B地点で同じ係数を用いるとどちらの地
点に対しても予測が不十分になってしまうため、地点
で層別化して別々の係数を用いることが望ましい。同
じ地点でも時刻によって数値予報モデルの特性が異な
る場合には時刻（予報時間または予報対象時刻）で層
別化する。例えば図 1.2.6で示した新潟県粟島の気温
予測のように、数値予報モデルの気温予測が日中は負
バイアス、夜間は正バイアスを持つような場合、時刻
で層別化することで気温を適切に予測できる。
特殊な層別化を用いている例として視程ガイダンス
がある。視程ガイダンスでは地点や時刻のほかに天気
（雨、雪、無降水）でも層別化している。これは視程の
予測式が天気によって大きく変わることを考慮するた
めであるが、天気の予測が外れると視程の予測も大外
れする可能性があることに注意が必要である。
一般に、統計手法を用いる場合、係数の学習に用い
るデータは同一の特性を持つことが望ましく、適切な
層別化は予測精度の向上をもたらす。ガイダンスが予
測対象とする現象は、地点や時刻、季節などによって
特性が変わるため、層別化は多くのガイダンスで利用
されている。一方、層別化の数を増やせば増やすほど
学習に利用できるデータ数は少なくなるため、係数の
推定精度が低くなったり、稀な現象に対する学習が不
十分になったりする。十分なサンプル数を確保するた
めには、単純には学習期間を長くすればよいが、MOS

を用いる場合には学習期間をいくらでも長くすること
はできない。この対策として発雷確率ガイダンスでは
クラスター分析が用いられている。クラスター分析を
用いることで似た特性を持つ地点を一つにまとめるこ
とができるため、適切な層別化を行いつつ学習のため
のサンプル数を増やすことができる。

2.2.6 アンサンブル手法
アンサンブル予報 (気象庁予報部 2016)や複数の数
値予報モデルが利用できる場合、各予測に対するガイ
ダンス値のアンサンブル平均等を利用することで、決
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定論予測に基づくガイダンスよりも予測精度が高くな
る場合が多い（第 5.1.2項）。ただし最大降水量ガイダ
ンスや視程ガイダンスのように、現象の最大値や最小
値を予測するガイダンスの場合には、各予測に対する
ガイダンス値の単純な平均を用いた場合には予測精度
が低下する。アンサンブル平均を用いる代わりに各メ
ンバーの最大または最小値を用いることもできるが、
一般に予測頻度が過大になり予測精度も低下する。こ
のような場合には各メンバーの予測の分布に基づいた
補正や予測を行う必要がある。
アンサンブル予報のスプレッドが適切で十分なメン

バー数が得られる場合には、気温や風など量的な予測
の誤差幅を示すことができる。また、ガイダンス値が
ある閾値を上回る割合などを利用することで、ロジス
ティック回帰やニューラルネットワーク等を用いなくて
も、予測の不確実性に応じた確率予測を行うこともで
きる。スプレッドが不十分な場合には誤差幅や確率予測
も不十分になるが、第 1.4節で示した米国のEKDMOS

のように、スプレッドスキルの関係を利用した統計式
で予測誤差を補正する手法も開発されている。
アンサンブル予報が利用できない場合でも、初期値

の異なる複数の予測値をアンサンブルメンバーのよう
に利用することで、アンサンブル平均が得られる。これ
を LAF (Lagged Average Forecast) 法 (Hoffman and

Kalney 1983)と呼ぶ。LAF法はアンサンブル予報を
実行する必要がないため低コストで実施でき、予測精
度の向上も期待できる。また、初期値方向に平滑化す
るため、初期値変わりの影響を軽減する効果がある。
LAF法は発雷確率ガイダンスで用いられており、決定
論予測に基づくガイダンスと比べて予測精度や信頼度
が向上することが確かめられている (高田 2008)。
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2.3 ガイダンスに用いる統計の基礎 1

ここでは次節以降で述べる手法を記述する上で必要
となる統計の基礎について書く。本章で利用する主な
変数と添字の定義を付録 2.3.Aにまとめる。

2.3.1 確率変数と確率分布
サイコロを振るというような試行を N 回行ったと

き、ある事象（この場合はサイコロの目）yがm回起
きたとする。N を大きくした場合に、yが起きた相対
頻度m/N がある一定値 p(y)に近づくと考えられると
き、p(y)を事象 yの確率という。

p(y) =
m

N
(2.3.1)

サイコロを振る場合、それぞれの目が出る確率は例え
ば表 2.3.1のようになる。確率は全て正の値を取り、起
りうる全ての事象について和を取ると 1になる。
サイコロを振る場合、どの目が出るかは確率的にし

か知ることはできない。このように得られる結果が確
率的に決まる変数を確率変数という。ある変数 yが確
率変数である場合、y の具体的な値はまだ決まってお
らず（サイコロを振る前の状態）、yの値は何らかの分
布に従って確率的に与えられることになる。これを y

の確率分布という。一方、変数 yが非確率変数である
場合、y の値はサイコロを振って出た目のように既に
決まった値となる。ある確率変数 Y が具体的な値 yを
取る確率を Pr(Y = y)または単に p(y)と書く。
yが確率変数でその分布が ϕであるとき、「yの分布

が ϕに従う」という意味で y ∼ ϕと書く。例えば、y
が平均 µ、分散 σ2の正規分布N(µ, σ2)に従うならば、
y ∼ N(µ, σ2)となる。確率変数 Y の分布がある連続的
な関数で与えられる場合、その関数を確率密度関数と
いい、以下の式で定義される。

f(y) = lim
h→0

Pr(y − h ≤ Y ≤ y + h)

2h
(2.3.2)

例えば Y が平均 µ、分散 σ2の正規分布に従うならば、
その確率密度関数は、

f(y) =
1√
2πσ2

exp

[
− (y − µ)2

2σ2

]
(2.3.3)

となる。本章では記述を簡単にするため、以下では確
率値と確率密度関数を同じ p(y) を使って書くことと
する。

表 2.3.1 サイコロの目と確率
目の値 y 1 2 3 4 5 6 合計
確率 p(y) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

1 工藤 淳

2.3.2 標本平均と期待値
例えば成人男性の平均身長を知りたい場合、成人男
性全員の身長を測ることは困難であるため、一部の成
人男性の身長を測ることで全体の平均を推定すること
になる。このような場合、調査対象全体の集合を母集
団といい、調査のために母集団から抽出した一部を標
本（またはサンプル）という。このように、標本を抽
出する目的は、母集団がもつ何らかのパラメータ（平
均など）を推定することである。
ある試行をN 回行い y1, y2, · · · , yN が得られたと
き、得られた値の平均を標本平均という。標本平均 ȳ

を式で書くと、

ȳ =
1

N

N∑
n=1

yn (2.3.4)

となる。表 2.3.1のサイコロを N 回振った結果、1が
m1回、2がm2回、· · ·、6がm6回出たとする。この
時、サイコロの目の標本平均 ȳは、

ȳ =
1

N

6∑
y=1

ymy =

6∑
y=1

y
my

N
(2.3.5)

となる。
確率変数 Y が離散的な値 y1, · · · , yN を取り、その確
率が p(y1), · · · , p(yN )であったとすると、Y の期待値
E(Y )は次の式で定義される。

E(Y ) =

N∑
n=1

yn p(yn) (2.3.6)

また、確率密度が連続分布である場合の期待値は、

E(Y ) =

∫
y p(y)dy (2.3.7)

と定義される。X と Y が確率変数で、aと bが非確率
変数である場合、

E(X + Y ) = E(X) + E(Y ) (2.3.8)

E(aX + b) = aE(X) + b (2.3.9)

という関係が成り立つ。
サイコロの場合、yn をそれぞれの目の値、p(yn)を
それぞれの目が出る確率とすれば、サイコロの目の期
待値は、

E(Y ) =
6∑

n=1

yn p(yn) (2.3.10)

となる。サイコロを振る回数を多くした場合、(2.3.1)

式よりmy/N → p(y)となるので、この場合 ȳ → E(Y )

となる。この例からも分かる通り、期待値は平均（無
限回試行した場合の標本平均）を表す値である。期待
値と平均値は同じような意味を持つが、平均といった
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場合には標本平均を指す場合があることに注意する。
期待値は「サイコロを 1回振ったときに出る目の期待
値」など、1回の試行に対して定義できるのに対し、標
本平均は複数回試行したときに定義できるという違い
がある。
サイコロをN回振り、その標本平均を求めるとする。

サイコロを振る前の時点ではどの目が出るか決まって
いないため、n回目にサイコロを振ったときに出る目
ynやN 回振った結果の標本平均 ȳも確率変数である。
このとき、同じサイコロを N 回振るならば、各試行
の期待値は等しい値 µになる。すなわち、nによらず
E(yn) = µであるから、標本平均の期待値は

E(ȳ) =
1

N

N∑
n=1

E(yn) = µ (2.3.11)

となり、各試行の期待値と一致する。この例のように、
平均が既知の値 µである母集団からN 個の標本を抽出
してその標本平均をとる場合、標本平均の期待値は母
集団の平均（母平均）と一致する。母集団のパラメー
タ θを標本から推定したとき、その推定値を θ̂とする
と、E(θ̂) = θであるならば、θ̂は θの不偏推定量であ
るという。(2.3.11)式からわかるように、標本平均は母
平均の不偏推定量である。

2.3.3 標本分散と分散
ある試行をN 回行い y1, y2, · · · , yN が得られたとき、

得られた値に対する分散を標本分散という。標本分散
s2 を式で書くと、

s2 =
1

N

N∑
n=1

(yn − ȳ)
2

(2.3.12)

となる。また、

s =

√√√√ 1

N

N∑
n=1

(yn − ȳ)
2

(2.3.13)

を標本標準偏差という。分散と標準偏差は分布の広が
りを表す値である。確率変数 y の分散 V (y)は次のよ
うに定義される。

V (y) = E
[
(y − E(y))

2
]

= E
(
y2
)
− E(y)2 (2.3.14)

期待値と同様に、分散は 1回の試行に対して定義でき
る値であるのに対し、標本分散は複数回試行したとき
に定義できる値である。X を確率変数、aと bを非確
率変数とすると、

V (aX + b) = a2V (X) (2.3.15)

が成り立つ。また、2つの確率変数X と Y が独立、す
なわち、X の結果に Y が依存しない場合、

V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) (2.3.16)

が成り立つ。
(2.3.11)式と同様に、平均と分散が既知の値 µ, σ2で
ある母集団から N 個の標本 y1, · · · , yN を抽出して標
本分散 s2 を求めたとすると、その期待値は、

E(s2) =
N − 1

N
σ2 (2.3.17)

となる（詳細は付録 2.3.B）。標本分散の期待値は母集
団の分散（母分散）と一致しないため、標本分散は母
分散の不偏推定量ではない。不偏推定量にするために
は標本分散にN/(N − 1)を掛ければよい。

σ̂2 =
1

N − 1

N∑
n=1

(yn − ȳ)
2

(2.3.18)

これを不偏分散という。

2.3.4 共分散と相関係数
共分散と相関係数（相関関数ともいう）は対応のある

2つのデータの関係性を表す値である。2つの変数 xと
yについてN 組のデータ (x1, y1), · · · , (xN , yN )が得ら
れたとき、標本共分散 γxy は次のように定義される。

γxy =
1

N

N∑
n=1

(xn − x̄) (yn − ȳ) (2.3.19)

xと y の標本標準偏差を sx, sy としたとき、xと y の
標本相関係数 ρxy は次のように定義される。

ρxy =
γxy
sxsy

(2.3.20)

相関係数は [−1, 1]に規格化された共分散であり、xと
yが完全な相関を持つ場合に+1、相関が全くない場合
に 0、完全な逆相関を持つ場合に −1となる。
xと y が確率変数の場合、共分散 Cov(x, y)と相関
係数 R(x, y)は次のように定義される。

Cov(x, y) = E [(x− E(x)) (y − E(y))] (2.3.21)

R(x, y) =
Cov(x, y)√
V (x)V (y)

(2.3.22)

2.3.5 自己共分散と自己相関係数
ynが確率変数で時系列データである場合、n番目の
データから見て時間方向に kだけ離れたデータとの共
分散と相関係数をそれぞれラグ kの自己共分散Cn,n+k

と自己相関係数 Rn,n+k といい、以下のように定義さ
れる。

Cn,n+k = Cov(yn, yn+k) (2.3.23)

Rn,n+k =
Cn,n+k√

V (yn)V (yn+k)
(2.3.24)

ynの平均、分散、共分散が時間変化しない場合、すな
わち、

E(yn) = E(yn+k) (2.3.25)
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V (yn) = V (yn+k) (2.3.26)

Cov(yn, ym) = Cov(yn+k, ym+k) (2.3.27)

である場合、yn は定常であるという。この時、

Cn,n+k = C0,k (2.3.28)

Rn,n+k = R0,k (2.3.29)

であり、Ck ≡ C0,k, Rk ≡ R0,k と書くことにすると、

Rk =
Ck√

V (y0)V (yk)
=
Ck

C0
(2.3.30)

となる。
yn が非確率変数で定常な時系列データである場合、

γk =
1

N

N∑
n=1

(yn − ȳ) (yn+k − ȳ) (2.3.31)

をラグ kの標本自己共分散という。また、

ρk =
γk
γ0

(2.3.32)

をラグ kの標本自己相関係数という。
定常な時系列データが平均 0で時間方向に相関を持

たない（k ≥ 1でρk = 0）場合、その時系列はホワイ
トノイズであるという。ホワイトノイズの自己相関係
数は、

Rk =

{
1 (k = 0)

0 (k ≥ 1)
(2.3.33)

となる。時系列がホワイトノイズでサンプル数（時系
列の長さ）N が大きい場合、標本自己相関係数は平均
0、分散 1/N の正規分布に従う（例えば Shumway and

Stoffer 2000の第 1章）。

2.3.6 同時確率、条件付確率、ベイズの定理
ある事象 xが起きたという条件の下で事象 yが起き

る確率を条件付確率といい、p(y|x)と書く。このとき、
yは確率変数であるのに対し、xは既に値が決まってい
るため非確率変数である。例えば図 2.3.1の左図のよ
うに、xが起きる確率が 60%、起きない確率が 40%な
どと与えられたとき、p(y|x) = 12/(12 + 48) = 1/5と
なる。
2つの事象 xと yがあって、xが起きた場合と起きな

かった場合で yの起きる確率が等しいとき、事象 yは
事象 xと独立であるという。例えば、サイコロを 2回
振ったとき、2回目に出た目 yは 1回目に出た目 xの
影響を受けないだろうから、この場合 xと yは独立で
ある。xと yが独立であるならば、p(y|x) = p(y)であ
り、逆に、p(y|x) ̸= p(y)ならば xと yは従属であると
いう。図 2.3.1の例では、左の図では xの発生の有無に
関わらず yが起きる確率は p(y) = 1/5であり xと yは
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図 2.3.1 独立と従属の例。左は事象 xと y が独立、右は従
属の場合。xc, yc はそれぞれ xと yの余事象を、数字は各
事象が起きる確率を表す。

独立である。一方、右の図では xの発生の有無によっ
て yが起きる確率が変わるため、xと yは従属である。
事象 x と y が同時に起きる確率を同時確率といい

p(x, y)と書く。p(x, y)は、事象 xが起きた場合に事象
y が起きる確率であると同時に、事象 y が起きた場合
に事象 xが起きる確率でもあるため、

p(x, y) = p(y|x)p(x) = p(x|y)p(y) (2.3.34)

と書ける。これを確率の乗法定理という。図 2.3.1 の
左図の例では p(x, y) = 12/100 = 3/25 で、これは
p(y|x)p(x) = 12/(12 + 48)× (12 + 48)/100 = 3/25と
等しい。このことは図 2.3.1の右図に対しても成り立
つことが確かめられる。
xと yが独立であるならば p(y|x) = p(y)なので、

p(x, y) = p(x)p(y) (2.3.35)

と書ける。つまり、独立な事象の同時確率は各事象の
確率の積になる。これはシンプルな関係式ではあるが、
多くの統計手法では観測データが独立であることを仮
定することで N 個の観測データ y1, · · · , yN が得られ
た同時確率 p(y1, · · · , yN )を各確率の積 p(y1) · · · p(yN )

として記述している。解説書の中には各観測が独立で
あると仮定していることを明示していない場合もある
ので注意が必要である。当然だが、観測データが独立と
見なせない場合にはこの関係を用いることはできない。
条件付確率の表記において、p(x|y, z)と書いた場合
には、yと z が同時に起きたという条件の下で xが起
きる確率を意味し、p(x, y|z)と書いた場合には zが起
きたという条件の下で xと yが同時に起きる確率を意
味する。この例のように、“ | ”の左右に書かれる変数
は複数あっても良い。(2.3.34)式に z が起きたという
条件を追加すると、

p(x, y|z) = p(y|x, z)p(x|z) = p(x|y, z)p(y|z)
(2.3.36)

と書ける。(2.3.34)式および (2.3.36)式からすぐに、ベ
イズの定理と zで条件付けられたベイズの定理

p(x|y) = p(y|x)p(x)
p(y)

(2.3.37)
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p(x|y, z) = p(y|x, z)p(x|z)
p(y|z)

(2.3.38)

が得られる。
同時確率 p(x, y)を xの全域で積分すると p(y)にな

る。これを周辺化という。例えば図 2.3.1 の左の例で
は、p(x, y) = 12%と p(xc, y) = 8%を足すと 20%とな
り、yが起きる確率になることが確かめられる。pを確
率密度関数とし、(2.3.34)式および (2.3.36)式を xで
積分すると、確率密度関数の周辺化の式

p(y) =

∫
p(x, y)dx

=

∫
p(y|x)p(x)dx =

∫
p(x|y)p(y)dx (2.3.39)

および

p(y|z) =
∫
p(x, y|z)dx

=

∫
p(y|x, z)p(x|z)dx =

∫
p(x|y, z)p(y|z)dx

(2.3.40)

が得られる。

2.3.7 正規分布の確率密度関数
確率変数 wが平均 µ、分散 σ2 の正規分布 N(µ, σ2)

に従うとき、その確率密度関数は、

p(w|µ, σ2) =
1√
2πσ2

exp

[
− 1

2σ2
(w − µ)

2

]
(2.3.41)

と書ける。また、確率変数wがK次元ベクトルで、平
均 µ、分散共分散行列 Σの正規分布に従う場合の確率
密度関数は、

p(w|µ,Σ)

= (2π)
−K

2 |Σ|−
1
2 exp

[
−1

2
(w − µ)

T
Σ−1 (w − µ)

]
(2.3.42)

と書ける。ここで | | は行列式を、T は転置を表す。
(2.3.42)式を全区間で積分すると 1になることから、∫

exp

[
−1

2
(w − µ)

T
Σ−1 (w − µ)

]
dw = (2π)

K
2 |Σ|

1
2

(2.3.43)

となる。

2.3.8 回帰分析
目的変数 yと説明変数 xの組が与えられたとき、

ŷ = f(x,w) (2.3.44)

という yを近似する関係（以下ではこれを統計モデル
または単にモデルと呼ぶ）を仮定し、係数wを統計的
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線形重回帰 ロジスティック回帰
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図 2.3.2 回帰の例

に推定することを回帰分析または回帰という。ガイダ
ンスの場合、例えば yは地上気温の観測値、xは数値
予報で予測された地上気温、風、雲量などになる。ど
のような統計モデルを仮定するかによって、線形重回
帰、ロジスティック回帰、ポアッソン回帰など様々な
回帰手法がある（図 2.3.2）。どの統計モデルを採用す
るかは、データの特性から判断する。

2.3.9 尤度と最尤法
統計モデルが (2.3.44)式で与えられており、1組の
目的変数と説明変数のデータ (y,x)が与えられたとき
に、係数wを推定することを考える。このとき、wの
推定値がどのような値かは分かっていないのだが、何
か適当な値を与えれば、yが取る確率密度 p(y|x,w)を
求めることができる。今、データ (y,x)が与えられて
いるので、p(y|x,w)は w のみの関数であり、これを
L(w)と書く。

L(w) = p(y|x,w) (2.3.45)

このとき、L(w) を尤度（または尤度関数）という。
(2.3.45)式は、左辺ではwは変数として扱われている
のに対し、右辺では確定した値として与えられている
ため、やや奇妙に見えるかもしれない。しかし、例え
ば p(y|x,w)が正規分布で書けると仮定した場合には、

p(y|x,w) =
1√
2πσ2

exp

[
− (y − f(x,w))

2

2σ2

]
(2.3.46)

のように書けることから、数学的には p(y|x,w) は
y,x,w の関数であり、どれを変数と見なすかは自由
に決めてよい。
例えばwをw1とw2に設定し、それぞれに対して尤
度を求めたとき、L(w1) > L(w2)であったとする。す
なわち、p(y|x,w1) > p(y|x,w2)であったとする。こ
れは、wとして w2 よりも w1 を採用した方が目的変
数の値 y が得られる確率が高いことを意味している。
例えばある 1回の試行によって yという結果が得られ
た場合、y が得られる確率は低かったがたまたま y が
得られたと考えるよりも、y が得られる確率が高かっ
たので yが得られた、と考える方が自然だろう。今は
p(y|x,w1) > p(y|x,w2)としているので、wとしては
w1の方、すなわち尤度が大きい方が尤もらしいという
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ことができる。このような考えの下で尤度が最大にな
る時のwを係数の推定値とする手法を最尤法という。
次に、与えられたデータセットが 1組ではなく、N

組 (y1,x1), · · · , (yN ,xN )ある場合を考える。この場合
の尤度は、

L(w) = p(y1, · · · , yN |x1, · · · ,xN ,w) (2.3.47)

という同時確率で表されるが、それぞれの観測が独立
であるならば、同時確率は各確率の積で表されること
から、

L(w) =

N∏
n=1

p(yn|xn,w) (2.3.48)

と書ける。最尤法ではこれを最大にする wを求める。
確率密度は常に正の値を取ることから、尤度を最大に
するwを求めることは尤度の対数（対数尤度）を最大
にするwを求めることと等しい。(2.3.48)式の対数を
取ると、

lnL(w) =
N∑

n=1

ln p(yn|xn,w) (2.3.49)

となる。対数を取ることで積が和になるため、次項で
述べる最急降下法や確率的勾配降下法において微分の
扱いが容易になる。

2.3.10 最急降下法と確率的勾配降下法
統計手法において、一定期間の過去データを用いて

統計モデルの係数wを決定することを学習という。係
数を決定する場合、予測値 f(x,w)と実況値 yから計
算される誤差関数Eを設定し、Eを最小にするような
係数を最適な係数とする、という手法がしばしば用い
られる。誤差関数としては、平均二乗誤差 (MSE)や負
の対数尤度（(2.3.49)式に負号を付けた値）が用いら
れることから、一般に以下のような形をしている。

E =
N∑

n=1

En (2.3.50)

En = h(yn,xn,w) (2.3.51)

ここで hはMSEや負の対数尤度を表す関数である。求
めたい係数は、上記の誤差関数を最小にするwである
から、Eをwの各成分 wk で微分して 0になるときの
wを求めれば良い。

∂E

∂wk
=

N∑
n=1

∂En

∂wk
= 0 (2.3.52)

通常はこれを解析的に解くことはできないため、ニュー
トン・ラフソン法などを使って数値的に解くことにな
る。またはもっと単純に、E の wk 方向の傾きに従っ
てある一定の正の割合 η で wk を繰り返し変化させて
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図 2.3.3 最急降下法による係数更新

もよい。このとき、繰り返しのステップを s回行った
時の係数をw(s)と書くと係数更新のステップは以下の
ように書ける。

w
(s+1)
k = w

(s)
k − η

N∑
n=1

∂En

∂wk

∣∣∣∣
w=w(s)

(2.3.53)

これを適当な初期値w(0) から始めて繰り返し実行し、
w

(s+1)
k を用いて計算される誤差関数 E の値が sに依
らず一定に近い値に収束したときの係数をwの推定値
とする。これを最急降下法と呼ぶ 。(2.3.53)式のよう
に、全学習データを用いて係数を学習する方法を一括
学習という。最急降下法による係数更新のイメージを
図 2.3.3に示す。
最急降下法の場合、1回のステップ毎に学習データ
の数N だけ微分計算を行う必要があるため計算量が多
くなる。そこで、全学習データの中から各ステップ毎
にサンプル D（サンプル数ND 個）をランダムに選択
し係数を更新することを考える。すなわち、

w
(s+1)
k = w

(s)
k − η

∑
n∈D

∂En

∂wk

∣∣∣∣
w=w(s)

(2.3.54)

とする。この方法を確率的勾配降下法と呼ぶ。(2.3.54)

式のように、ランダムに選ばれたサンプルを用いて係
数を学習する方法をミニバッチ学習という。
確率的勾配降下法ではND 個のサンプルを抽出する
が、抽出するサンプル数は 1個でも良い。すなわち、

w
(s+1)
k = w

(s)
k − η

∂En

∂wk

∣∣∣∣
w=w(s)

(2.3.55)

とする。このとき学習データの番号を表す添字 nはラ
ンダムに選ばれたサンプルの番号を表す。ここで、学
習データをランダムに選ぶのではなく、時系列順に与
えることを考える。すなわち、(2.3.55)式において、n
を時刻 tで置き換える。さらに、係数の更新ステップ
は各時刻で 1回だけ行うこととし、sも時刻 tで置き
換えると、

w
(t+1)
k = w

(t)
k − η

∂Et

∂wk

∣∣∣∣
w=w(t)

(2.3.56)

となり、時刻 tの係数と誤差関数を用いて次の時刻 t+1

の係数を求める式、すなわち係数を逐次更新する式と
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なる。(2.3.56)式のように、新たな学習データが得ら
れる度に係数を学習する手法を逐次学習という。
最急降下法、確率的勾配降下法のいずれを用いる場

合でも、ηを適切に与えるとともに、説明変数を規格化
しておく必要がある。ηは、一括学習やミニバッチ学習
においては学習の効率を決定するパラメータで、小さ
すぎると収束するまでに時間が掛かり、大きすぎると
極小値付近で振動してしまいいつまでも収束しなくな
る。一方、逐次学習においては 1回の学習での係数の
変動量を決めるパラメータで、小さすぎると季節変化
や数値予報モデルの変更への追随が遅くなり、大きす
ぎると一つの事例で係数が大きく変わってしまい係数
が安定しなくなる。このように、最急降下法や確率的
勾配降下法において ηは重要なパラメータであり、適
切な値となるように調整する必要がある。
ηが適切であったとしても、説明変数のオーダーに差

があると学習がうまくいかない。例えば目的変数 yと 2

つの説明変数 x1, x2に線形モデルを仮定し、y, x1, x2
のオーダーがそれぞれ、1, 1, 10−2 であったとする。
各説明変数の寄与量 (x1w1と x2w2)が同程度であると
すれば、w1と w2 のオーダーはそれぞれ 1と 102 にな
る。誤差関数に平均二乗誤差を用いた場合、誤差関数
のオーダーは 1で、∂E/∂w1と∂E/∂w2 のオーダーは
それぞれ 1と 10−2になる。このとき η = 10−2を用い
たとして (2.3.53)式などに当てはめると、1ステップの
更新での wの変化量のオーダーは、w1, w2 それぞれ
に対して、10−2, 10−4 となる。w1, w2 のオーダーは
1と 102 であったから、w1 に対して 10−2 倍程度の幅
で係数が更新されるのに対して、w2 に対しては 10−6

程度の幅でしか係数が更新されなくなってしまう。こ
のため、w2の更新速度が非常に遅くなり、計算の効率
が悪くなる。逆に、w2 の更新速度を速めようとして
η = 102とすると、w1に対しては更新速度が速すぎて
いつまでも収束しなくなってしまう。このようなこと
を避けるために、説明変数を何らかの方法で規格化し、
説明変数のオーダーを揃えておく必要がある。説明変
数のオーダーを揃えるのではなく、係数毎に ηを調整
してもよいのだが、通常、η の最適値を探すために η

を変えながら何度も調整する必要があるため、その度
に全ての説明変数に対する ηを調整すると煩雑になっ
てしまう。説明変数を規格化しておけば、調整するパ
ラメータは 1つだけで良いため取扱いが容易になる。
説明変数を規格化する方法としては、次の 2つがよ

く用いられる。

xk → xk − x̄k
sk

(2.3.57)

xk → xk − xmin

xmax − xmin
(2.3.58)

ここで、x̄kと sk は説明変数の標本平均と標本標準偏
差、xminと xmaxは説明変数の最大値と最小値で、それ
ぞれの値は学習データから求められるか、気候値や理

学習データ
理想的なモデル
過学習したモデル

学習データ
理想的なモデル
過学習したモデル

BS4

理想的なモデル
過学習したモデル

学習データ
未知データ

予測期間学習期間

図 2.3.4 過学習のイメージ図
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図 2.3.5 説明変数の数を変化させた場合の、学習データと
予測データそれぞれに対する誤差のイメージ。

論値、または実用的な値を設定している。(2.3.57)式
を用いた場合には平均 0、標準偏差 1に、(2.3.58)式を
用いた場合には 0 ∼ 1の値に規格化される。

2.3.11 説明変数の選択
回帰分析において、目的変数 y が x の多項式 y =

a + bx + cx2 + · · · で表されると仮定した場合、多項
式の次元を増やすほど学習データに最適化されたモデ
ルが得られる（図 2.3.4の破線）。しかしこのような回
帰式を未知のデータに適用すると、図に示したように
未知データに対する誤差（予測誤差）は大きくなって
しまう。このように、学習データに対してモデルを最
適化させ過ぎたために予測誤差が大きくなることを過
学習（オーバーフィッティング）という。ガイダンスの
目的は予測誤差を小さくすることであるから、図 2.3.4

の実線のようなある程度滑らかなモデルが理想的だと
考えられる。
回帰分析では、過学習は説明変数の数が多すぎる場
合に起きる。図 2.3.5に、説明変数の数を変化させた
ときの学習データと予測データ（未知データ）それぞ
れに対する誤差のイメージを示す。一般に説明変数の
数が少なすぎると、モデルの表現力が低いために学習
データ・予測データのいずれに対しても誤差が大きく
なる。そこで説明変数を増やしていくと、ある所まで
は学習データ・予測データとも誤差が小さくなってい
くが、説明変数が多くなりすぎると、学習データに対
する誤差は小さくなっていく一方で、予測データに対
する誤差は増えていく。
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予測誤差が小さいモデルを作成するためには、図2.3.5

の矢印で示したように説明変数を適切に選択する必要
がある。ただし予測誤差が最小になる説明変数の組み
合わせを事前に知ることはできないため、学習データ
だけを用いて最適と思われる説明変数の組み合わせを
選択することを考える。説明変数を選択する方法とし
ては主に以下の 3つが挙げられる。

• 赤池情報量基準 (Akaike 1973)等の情報量基準を
用いる方法

• 交差検証を用いる方法
• 主成分分析を用いる方法

以下ではそれぞれについて解説する。

(1) 赤池情報量基準を用いる方法
赤池情報量基準 (AIC)は以下の式で定義される。

AIC = −2 lnL+ 2K (2.3.59)

ここで Lは尤度、Kはモデルの自由度である。回帰分
析の場合、モデルの自由度は係数の数（説明変数の数
にバイアス項の分の 1を加えた数）である。右辺第 1項
は学習データに対する当てはまりの良さを表し、学習
データに対する誤差が小さいほど値が小さくなる。右
辺第 2項はモデルの自由度を表し、回帰分析の場合は
係数の数が少ないほど値が小さくなる。AICは、学習
データに対する誤差が小さく、係数の数が少ないほど
値が小さくなる指標で、AICが相対的に小さいモデル
ほど未知のデータに対する予測能力（汎化能力）が高
いと考える。対数尤度 (2.3.49)式は確率の対数（正の
値）を学習データについて和を取った値であることか
ら、学習データの数が多いほど負の対数尤度は小さく
なりAICも小さくなるが、これは学習データが多いほ
ど予測能力が高いという意味ではない。AICでは同じ
学習データに対して大小を比較することに意味がある。
学習データに対して、AICが最も小さくなる説明変

数の組み合わせを選択する方法としては、総当たり法
や変数減少法、変数増加法、変数増減法が用いられる。
総当たり法は、説明変数の全ての組み合わせに対して
AICを算出し、最もAICが小さい組み合わせを選択す
る方法である。変数減少法では、初めに全ての説明変
数を利用してAICを算出し、次に説明変数を 1つずつ
除いてそれぞれのAICを算出し、最もAICが小さくな
る説明変数を 1つ削除する。これを繰り返し、どの説明
変数を除いてもそれ以上AICが小さくならなくなった
場合、それを最適な説明変数の組み合わせとする。変数
増加法は変数減少法とは逆に説明変数を 1つずつ増や
しながら説明変数の組み合わせを決定する方法で、変
数増減法は変数の増加・減少を行いながら最もAICが
小さくなる組み合わせを決定する方法である。説明変
数の候補の数が計算機資源と比べてそれほど多くない
場合には総当たり法を用いればよい。説明変数の候補
が多すぎて総当たりでは計算に時間が掛かる場合は変

n個の学習データ

① 検証用にデータを
一つ取っておく

② 残りのn-1個のデータで
回帰式を作成する

③ 取っておいたデータで誤差を求める

④ ①〜③を全学習データに対して⾏い誤差の平均を求める

・・・・

n個の学習データ

① 検証用にデータを
一つ取っておく

② 残りのn-1個のデータで
回帰式を作成する

③ 取っておいたデータで誤差を求める

④ ①〜③を全学習データに対して⾏い誤差の平均を求める

・・・・
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図 2.3.6 LOOCVの手順の模式図

数減少法等を用いる。AICと同様の基準として、サン
プル数が少ない場合にAICを修正したAICc (Sugiura

1978)やブートストラップ法（第 2.3.12項を参照）を
用いてAICを拡張した EIC (Ishiguro et al. 1997)、ベ
イズ統計学に基づく BIC (Schwarz 1978)など様々な
情報量基準が提案されているが、ガイダンスに用いる
場合は、経験的にはAICか次に述べる交差検証を用い
れば十分である。

(2) 交差検証を用いる方法
交差検証（クロスバリデーション (CV)）は学習デー
タを用いて未知データに対する誤差を推定する手法の
一つである。ガイダンスの開発においては、十分な数
の検証用データが得られない場合に学習データから予
測誤差を評価する手法として用いられることが多いが、
説明変数の選択に利用することもできる。最も単純な
CV として、LOOCV (Leave-One-Out CV) がある。
図 2.3.6に示すように、LOOCVではN 個の学習デー
タの中から n番目のデータ (yn,xn)を取っておいて、
残りのN − 1個のデータで予測式 f̂−nの作成を行い、
取っておいた n番目のデータで検証を行う（二乗誤差
等を求める）。これを N 個のデータ全てに対して行っ
て誤差の平均を求めることで全体の誤差を評価する。
式で書くと、LOOCVで平均二乗誤差MSEを求める
場合、

MSELOOCV =
1

N

N∑
n=1

(
yn − f̂−n(xn)

)2
(2.3.60)

となる。この計算を総当たり法や変数減少法等を用い
て説明変数の組み合わせを変えながら実行し、CVで
求められた誤差が最も小さくなる説明変数の組み合わ
せを選ぶ。
LOOCVのほかにも、k-fold CVとホールドアウト
法と呼ばれる手法もある。k-fold CVは LOOCVと同
様だが、学習データをデータ数の等しい k個のグルー
プに分けておき、1つのグループを除いて予測式を作成
したのち、取っておいた 1つのグループで検証を行っ
て誤差を求める。これを k個全てのグループについて
行い、誤差を平均することで全体の誤差を評価する。
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k-fold CVと呼ぶ代わりに「1か月抜きCV」のように、
取っておくデータの期間を用いて呼ぶこともある。ホー
ルドアウト法では N 個の学習データの中から k 個の
データをランダムに抽出して検証用データとし、残りの
N−k個のデータで予測式を作成する。ホールドアウト
法では予測式の作成と検証は 1回のみ行い、LOOCV

や k-fold CVのように全データをカバーするように検
証を繰り返し行うことはしないため、厳密には交差検
証とは呼ばれないが、シンプルで計算コストが少ない
という利点がある。ただし繰り返し計算を行わないた
め、ランダム抽出に伴う検証結果の誤差（ばらつき）が
大きくなってしまうので、計算時間に問題がない限り
は LOOCVか k-fold CVを用いる。
説明変数の選択では、AIC を用いた方法と CV

(LOOCV, k-fold CV)を用いた方法はどちらも同じよ
うな結果を与えることが多い。AICを用いて説明変数
を選択する場合はモデルの良さを評価する基準は 1つ
しかないが、CVの場合は何でも良く、スレットスコ
アやRMSEなど開発者が任意に設定できるという利点
がある。ただし CVでは予測式を繰り返し作成する必
要があるため計算に時間が掛かる。
CVは学習データだけを用いて予測誤差を推定する

手法であるが、検証用に取っておいたデータと予測式
作成用のデータに相関がある場合には、実際に未知の
データを用いて検証を行った場合と比べて誤差がやや
小さく見積もられてしまうことには注意しなければな
らない。日々の気象データの場合には一般に時間方向に
強い相関があるため、LOOCVを用いた場合には上記
の傾向は特に強くなる。このような場合には LOOCV

ではなく k-fold CVを用いる。
CV を用いた場合には、CV による誤差を最小にす

る説明変数の組み合わせが 1つだけ選ばれることにな
る 2。この説明変数の組み合わせは全ての学習データ
を用いて選ばれており、その意味で、学習データに特
化した説明変数の組み合わせが選ばれたということが
できる。しかし、もし異なる期間の学習データを用い
ることができたならば、異なる組み合わせの説明変数
が選ばれる可能性もあるだろう。すなわち、説明変数
の組み合わせを 1つに限定してしまうことは、選択し
た説明変数の組み合わせが予測データに対しては最適
ではないかもしれないという可能性を排除することに
なる。このため、CVによって学習データに特化され
たモデルで誤差を推定した場合、誤差を過小評価して
しまうことにつながる。このような場合、選択された
説明変数による予測誤差を実際の値に近い値で推定す
る方法として、DCV（ダブル・クロスバリデーション）
がある。LOOCVと同様に検証用にデータを 1つ取っ
ておく場合の DCVは以下の手順で行う。

2 AIC を用いた場合でも、説明変数の組み合わせが 1 つだ
け選ばれるという事情は同じである。

1. N 個の学習データの中から検証用に n番目のデー
タを一つ取り除く。

2. 残りのN − 1個のデータに対して、AICやCVに
基づいて説明変数の選択を行い予測式を作成する。
この予測式を d̂−n と書く。

3. 全ての nに対して上記 1, 2の手順を繰り返す。
4. 得られたそれぞれの予測式 d̂−nと検証用に取って
おいた n番目のデータを用いて平均二乗誤差など
を求め、それを予測誤差の推定値とする。

この手続きを式で書くと以下のようになる。

MSEDCV =
1

N

N∑
n=1

(
yn − d̂−n(xn)

)2
(2.3.61)

上記の手順では検証用データを 1つだけ取っておいた
が、k-fold CVと同様に学習データを k 個のグループ
に分けてDCVすることもできる。DCVはCVと似た
手法であるが、取り除いたデータとは独立に最適な説
明変数が毎回選択されるため、(2.3.61)式で用いられ
る予測式は nによって異なる。DCVではモデル選択
の誤差も含めて予測誤差を推定することができるため、
CVや AIC等で選択されたモデルを未知データに適用
した場合の誤差を CVと比べて精度よく見積もること
ができる。

(3) 主成分分析を用いる方法
主成分分析では K 個の説明変数をM 個 (M ≤ K)

の合成変数に変換することで、元の説明変数が持つ情
報をより少ない数の説明変数に縮約する。主成分分析
は原理的には次のような手法である。ここでは簡単の
ために説明変数は x1と x2の 2つだけだとする。2つの
説明変数を学習データについてプロットすると例えば
図 2.3.7のようになる。このデータを x1–x2空間内の新
たな軸に射影した時、射影したデータの不偏分散が最
も大きくなる軸を z1とし、z1に直行する軸を z2とす
る。この例では x1と x2の相関が強く、x1と x2が持っ
ていた情報はほぼ z1で説明することができるため、説
明変数として z1だけ用いることで、説明変数の数を減
らすことができる。
説明変数の数がK個ある場合は、射影したデータの
不偏分散が最も大きくなる軸を z1とし、z1に直行する
軸の中で射影したデータの不偏分散が最も大きくなる
軸を z2とする、ということを繰り返して zK までの軸
を決定する。m番目の合成変数は次のように書ける。

zm =
K∑

k=1

amkxk ,
K∑

k=1

a2mk = 1 (2.3.62)

ここで am は xを zm に変換するための係数である。
実際の主成分分析では、N 個の学習データについて、
規格化した説明変数の分散共分散行列の固有ベクトル
と固有値を求めることになる。このとき、固有ベクト
ルが係数ベクトルamに、固有値 λmがその軸に射影し
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図 2.3.7 主成分分析の例

たデータの標本分散となるので、固有値が大きい順番
に第一主成分、第二主成分、· · ·、第K 主成分とする。
固有値が大きい順番にm = 1, 2, · · · ,K としたとき、

C =

∑M
m=1 λm∑K
k=1 λk

(2.3.63)

を第M 主成分までの累積寄与率という。主成分分析で
は、累積寄与率がある値（例えば 0.7など）になるま
での主成分を用いたり、あらかじめ設定した数（例え
ば元の説明変数の数の 7割など）の主成分を用いたり
することで、元の説明変数が持つ情報をできるだけ保
持しつつ説明変数の数を減らすことができる。
固有ベクトルと固有値を求める際に、分散共分散行

列を用いる代わりに、説明変数の相関行列を用いる場
合もある。相関行列を用いる場合は説明変数を事前に
規格化する必要がないため扱いがシンプルになる。こ
の場合の累積寄与率は以下のとおりである。

C =
1

K

M∑
m=1

λm (2.3.64)

2.3.12 ブートストラップ法
ブートストラップ法 (Efron 1979; Efron and Tibshi-

rani 1986)はリサンプリングによって推定量の分布を
見積もる手法である。例えば 100人の成人男性の身長
が得られたとして、これを元に母集団（成人男性全体）
の身長の平均や分散（母平均、母分散）を推定するこ
とを考える。もし母集団の分布が分かっているならば、
その分布に応じて母平均や母分散などを推定したり検
定したりすることができる。これをパラメトリック法
という。しかしながら母集団の分布が分かっていると
は限らない。そのような場合に分布を推定する手法を
ノンパラメトリック法という。ブートストラップ法は
ノンパラメトリック法の一種であり、シンプルな手法
で応用範囲が広く、様々な手法で利用されている。
ブートストラップ法によるパラメータ推定は以下の

ように行う。まず観測された 1組（データ数N）のデー
タセットから復元抽出によりランダムにN 個のデータ
を抽出（リサンプリング）する。復元抽出とは、例え

元の標本
（サンプル数N）

復元抽出で
N回くじ引き

R個のブートストラップ標本
（サンプル数はそれぞれN）

BS8

図 2.3.8 ブートストラップ法によるデータセット生成のイ
メージ

ばくじ引きをする場合であれば、一度引いたくじを戻
して再びくじを引くことを意味する。このようにして
抽出されたN 個のデータからなるデータセットをブー
トストラップ標本という。これをR回繰り返すことで
R組のブートストラップ標本を生成する（図 2.3.8）。
得られたR組のブートストラップ標本と元の 1組の標
本それぞれについて求めたい推定量を算出する。この
R + 1個の推定量により推定量の分布が得られる。ま
た、R + 1個の推定量の平均から、求めたい平均や分
散などの推定量が得られる。Rの大きさは計算に掛か
る時間と推定の精度を考慮して設定することになるが、
経験的には 500∼5000程度で十分である。
ブートストラップ法により、推定値の信頼区間（真
値がある確率で含まれる区間）を求めることや、仮説
検定を行うことができる。例えば平均値の 95%信頼区
間を求める場合、R + 1個のブートストラップ標本に
よる平均値を昇順に並べたとき、下限から 2.5%に位置
する値と、上限から 2.5%に位置する値を信頼区間の下
限・上限とすることができる。同様の考え方で仮説検
定を行うこともできる。
スレットスコアやバイアススコアなど、分割表から
算出される検証スコアの信頼区間もブートストラップ
法で求めることができる (Kane and Brown 2000)。サ
ンプル数が N の検証スコアの信頼区間をブートスト
ラップ法で求める場合には、FO, FX, XO, XX（定義
は巻末の付録Aを参照）をくじと見なし、それぞれの
くじが FO/N, FX/N, XO/N, XX/N の割合で含まれ
ると考えて復元抽出により合計N 回くじを引く。これ
をR回繰り返し、それぞれのブートストラップ標本に
対してスレットスコアなどを算出し、信頼区間を求め
る。このとき、1つのブートストラップ標本を生成する
ために実際に乱数を N 回発生させてくじ引きすると、
N に比例して計算量が多くなってしまう。そこで、く
じを N 回引く代わりに FO, FX, XO, XXの割合に応
じたサイズがN の 4項分布に従う乱数を 1回発生させ
る。これにより、サンプル数に関わらず 1つのブート
ストラップ標本を一度に生成することができるため処
理を高速化できる。
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表 2.3.2 本章で利用する主な変数と添字の定義。表中のNN
はニューラルネットワークを意味する。

文字 意味

x,X 説明変数、NNではユニットへの入力データ
y, Y 目的変数、実況値、NNでは教師データ
ŷ, p ガイダンスの予測値（出力値）、確率値

w,W
回帰係数、係数、重み係数
（バイアス項を含める）

E
誤差関数（損失関数と呼ばれることも多い）
E()は期待値の意味で用いる

V () 分散
L 尤度
s 学習のステップ番号、標本標準偏差
t 時刻

f, g 関数、NNでは活性化関数
ϕ 加重和
η 学習率

λ, β 正則化パラメータ
µ 平均

σ2,Σ 分散、分散共分散行列
　

文字 最大値 意味

k K
説明変数の番号、
NNでは入力層のユニット番号

l L NNでは中間層のユニット番号
m M NNでは出力層のユニット番号
n N 学習データの番号

付録 2.3.A 主な変数と添字の定義
本章で利用する主な変数と添字の定義を表 2.3.2にま

とめる。複数の統計手法を可能な限り同じ変数で表記
するため、一般的なテキストやこれまでのガイダンス
の解説に用いられてきた変数とは異なる場合があるの
で注意していただきたい。ここに書いていない文字や
ここでの定義と異なる意味で利用する際は本文中で適
宜解説する。式の記述において、添字が同じ場合は和
を取るというアインシュタインの縮約記法が用いられ
る場合があるが、統計手法においては添字が同じでも
必ずしも和を取るとは限らないため、和を取る必要が
ある場合には和の記号 Σを省略せずに表記する。説明
変数 xと係数 wは、大文字で書いた場合は行列を、小
文字の太字で書いた場合はベクトルを、小文字で書い
た場合は行列またはベクトルの成分を表すものとする。

付録 2.3.B 標本分散の期待値
ここでは平均と分散が既知の値 µ, σ2 である母集団

から N 個の標本 y1, · · · , yN を独立に抽出して標本分
散 s2 を求める場合、その期待値が (2.3.17)式

E(s2) =
N − 1

N
σ2

となることを示す。

初めに標本平均 ȳの分散を求める。

V (ȳ) =
N∑

n=1

V
(yn
N

)
=

N∑
n=1

σ2

N2
=
σ2

N
(2.3.65)

ここで、独立な確率変数に対する分散の性質 (2.3.15)式
および (2.3.16)式を用いている。標本平均 ȳの分散はま
た、分散の定義 (2.3.14)式と標本平均の期待値 (2.3.11)

式より、

V (ȳ) = E
[
(ȳ − E (ȳ))

2
]
= E

[
(ȳ − µ)

2
]
(2.3.66)

とも書ける。これらの式と標本平均の定義 (2.3.4)式、
分散の定義 (2.3.14)式などを用いると、標本分散の期
待値は

E(s2) =
1

N

N∑
n=1

E
[
(yn − ȳ)

2
]

=
1

N

N∑
n=1

E
[
{(yn − µ)− (ȳ − µ)}2

]
=

1

N

N∑
n=1

E
[
(yn − µ)

2
]
+

1

N

N∑
n=1

E
[
(ȳ − µ)

2
]

− 2

N
E

[
(ȳ − µ)

N∑
n=1

(yn − µ)

]
= σ2 − E

[
(ȳ − µ)

2
]

= σ2 − σ2

N
=
N − 1

N
σ2 (2.3.67)

となり、(2.3.17)式が導かれる。
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2.4 線形重回帰 1

2.4.1 はじめに
線形重回帰は、2018年現在の気象庁のガイダンスで

はあまり利用されていないものの、シンプルで最も基
礎的な統計手法であり、正則化や説明変数の選択、利
用上の注意点など線形重回帰に関連した周辺知識は、
次節以降で述べるほかの統計手法を理解する上で有効
である。本節では線形重回帰の基礎的な理論と周辺知
識を述べる。

2.4.2 線形重回帰の基礎
線形重回帰は目的変数 y が説明変数 xと係数 w の

線形結合で表されるとする回帰手法である。

yn = w0 + xn1w1 + · · ·+ xnKwK + ϵn

=
K∑

k=0

xnkwk + ϵn (2.4.1)

ここで、nは学習データの番号、kは説明変数の番号、
Kは説明変数の数、ϵnは xnkwkと独立な n番目の観測
ynのノイズである。w0はバイアス項で、xn0 = 1とす
る。線形重回帰に関する多くのテキストではwkxknと
いうように、係数、説明変数の順番で表記することが
多いが、本章では (2.4.1)式のように説明変数、係数の
順番で記述する。線形重回帰では、N 個の学習データ
が与えられたときに、次の仮定の下で係数を推定する。

仮定 1. モデルの線形性
モデルが yn =

∑K
k=0 xnkwk + ϵn と表されること

仮定 2. 説明変数は非確率変数
仮定 3. 観測ノイズの不偏性

E(ϵn) = 0であること
仮定 4. 観測ノイズの等分散性

各事例 nに依らず V (ϵn) = σ2 であること
仮定 5. 観測ノイズの独立性

事例 n,m (n ̸= m) に対して、
E(ϵnϵm) = E(ϵn)E(ϵm)であること

仮定 6. 説明変数に完全な多重共線性はない
説明変数 xnk, xnl (k ̸= l)に対して、xnk ̸= axnl+b

（a, bは nに依らない定数）であること

仮定 2∼5 は、観測ノイズの二乗和を最小にする wが
係数の分散を最小にする不偏推定量（最良線形不偏推
定量）になる 2 という、最小二乗原理（ガウス・マル
コフの定理、廣津 (1992)など）を満たすために必要な

1 工藤 淳
2 観測ノイズの二乗和を最小にする w が最適な推定値であ
ることは自明ではない。例えば絶対値の和や四乗の和を最小
にする w でも良いように思える。しかしそうではなく、二
乗和を最小にする w が最適な推定値であるという定理がガ
ウス・マルコフの定理である。

仮定である。最小二乗原理に基づいて係数を決定する
方法を最小二乗法という。
後で利用するために、上記の ϵn に対する仮定を yn
に対する仮定に書き換えておく。仮定 2, 3と、係数w

は何らかの方法で確定させた値（非確率変数）である
ことより、

E(yn) =
K∑

k=0

xnkwk (2.4.2)

が成り立つ。また、ϵn は xnkwk と独立であることか
ら、V (yn) = V

(∑K
k=0 xnkwk

)
+V (ϵn) となる。ここ

で xとwが非確率変数であることより V (xnkwk) = 0

なので、仮定 4を用いると、

V (yn) = σ2 (2.4.3)

が成り立つ。また、n ̸= mのとき、仮定 5などを用い
ることで、

Cov(yn, ym) = 0 (2.4.4)

が成り立つ。
以下では最小二乗法を用いて係数wを決定する方法
を示す。目的変数 yn の推定値 ŷn は

ŷn = E(yn) =
K∑

k=0

xnkwk (2.4.5)

であり、観測値 ynと推定値 ŷnの差（残差）の二乗和
に 1/2を掛けた値を誤差関数 E とする。

E =
1

2

N∑
n=1

ϵ2n

=
1

2

N∑
n=1

(
yn −

K∑
k=0

xnkwk

)2

(2.4.6)

最小二乗法では観測ノイズの二乗和を最小にする係数、
すなわち上記のEが最小になる時の係数を求めたいの
で、E を係数の各成分 wk で微分する。

∂E

∂wk
= −

N∑
n=1

(
yn −

K∑
i=1

xniwi

)
xnk (2.4.7)

これが 0になるときのwを係数の推定値 ŵとすると、

N∑
n=1

(
xnkyn − xnk

K∑
i=1

xniŵi

)
= 0 (2.4.8)

となる。これを行列形式で書くと次のようになる。

XTy −XTXŵ = 0 (2.4.9)

ここでX は xnk を n, k成分とする N 行K 列の行列
で、XT はX の転置行列である。X は正方行列ではな

35



いため逆行列を持たないが、XTX は K 行 K 列の正
方行列であるため逆行列を持ちうる。(2.4.9)式を ŵに
ついて解くと、

ŵ =
(
XTX

)−1
XTy (2.4.10)

となる。このとき、説明変数間に完全な多重共線性が
あるとXがランク落ちししてXTXが逆行列を持てな
くなる（(2.4.10)式の解が一意に決まらなくなる）た
め、前述の仮定 6が必要になる。(2.4.10)式を計算す
ることで線形重回帰の係数の推定値 ŵが得られる。こ
の ŵを用いて、

ŷ = Xŵ

= X
(
XTX

)−1
XTy

≡ Hy (2.4.11)

と書いたとき、H をハット行列と呼ぶ。ハット行列の
転置は、

HT =
[
X
(
XTX

)−1
XT
]T

= X
(
XTX

)−1
XT = H (2.4.12)

であることから、ハット行列は対称行列である。

2.4.3 最小二乗法と最尤法の関係
第 2.3.9項では、最尤法で係数が推定できることを述

べた。線形重回帰は最小二乗法で係数を推定するが、最
尤法を用いても同じ結果が得られることを以下で示す。
線形重回帰では観測ノイズの分布に対して、

• 不偏性: E(ϵn) = 0

• 等分散性: nに依らず V (ϵn) = σ2

• 独立性: n ̸= m のとき E(ϵnϵm) = E(ϵn)E(ϵm)

を仮定している。このような ϵnの分布として、正規分
布N(0, σ2)を考える。今、yn =

∑K
k=0 xnkwk + ϵn で

あり、wと xnが非確率変数として与えられたならば、
ϵn は w, xn と独立であるから、ϵn|w,xn ∼ N(0, σ2)

である。ϵn を yn −
∑K

k=0 xnkwk で置き換え、非確率
変数

∑K
k=0 xnkwk を右辺に移項すれば、

yn|w,xn ∼ N

(
K∑

k=0

xnkwk, σ
2

)
(2.4.13)

となる。よって yn の確率密度関数は、

p (yn|w,xn) =
1√
2πσ2

exp

− 1

2σ2

(
yn −

K∑
k=0

xnkwk

)2


(2.4.14)

であり、観測ノイズが独立であることから、対数尤度は

lnL(w) =

N∑
n=1

ln p (yn|w,xn)
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図 2.4.1 実況値 yn、予測値 ŷn、実況の標本平均値 ȳの関係

= −N
2
ln
(
2πσ2

)
− 1

2σ2

N∑
n=1

(
yn −

K∑
k=0

xnkwk

)2

(2.4.15)

となる。N と σ2は定数なので、(2.4.15)式を最大にす

る w は
∑N

n=1

(
yn −

∑K
k=0 xnkwk

)2
を最小にする w

であることから、最尤法を用いた場合も最小二乗法を
用いた場合と同じ結果が得られることになる。

2.4.4 決定係数
線形重回帰において、モデルの適合性を表す指標の
一つに決定係数 R2 がある。一般に用いられている決
定係数の定義は下記の通りである。

R2 ≡
∑N

n=1 (ŷn − ȳ)
2∑N

n=1 (yn − ȳ)
2

(2.4.16)

ここで ŷn と ȳはそれぞれ、yn の推定値（予測値）と
標本平均である。決定係数の平方根 R は重相関係数
と呼ばれる。yn, ŷn, ȳの関係を図 2.4.1に示す。もし
回帰式によって実況値が完全に再現できた場合には、
yn = ŷnであるから、R2 = 1となる。逆に、説明変数
を全く用いなかった場合には回帰式は ŷn = ȳとなるた
め、R2 = 0となる。すなわち決定係数は、いくつかの
説明変数を用いて線形重回帰を行った場合、回帰式が
どれくらい実況値を再現するかという指標である。決
定係数の最大値は 1で、1に近いほどモデルが実況に
適合しているといえる。(2.4.16)式は以下のように変
形できる（付録 2.4.Aを参照）。

R2 = 1−
∑N

n=1 (yn − ŷn)
2∑N

n=1 (yn − ȳ)
2

(2.4.17)

この式の右辺第 2項の分子は残差の二乗和である。残
差の二乗和を最小にすることは R2 を最大にすること
と等しいので、最小二乗法では R2 を最大にするよう
に係数が決められるといえる。
(2.4.17)式の右辺第 2項の分母分子をN で割ると、

R2 = 1−
1
N

∑N
n=1 (yn − ŷn)

2

1
N

∑N
n=1 (yn − ȳ)

2
(2.4.18)
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である。右辺第 2項の分母は定義より yn の標本分散
である。また、(2.4.5)式より ŷn = E(yn)であるから、
yn − ŷn の標本平均は 0であることを考慮すれば、右
辺第 2項の分子は yn − ŷn の標本分散を表しているこ
とになる。サンプル数N が限られている場合には、標
本分散ではなく不偏分散を用いるように、決定係数の
計算時にもサンプル数で割るのではなく、サンプル数
から自由度（パラメータ数）を引いた数で割る。すな
わち、

R2
adj = 1−

1
N−K−1

∑N
n=1 (yn − ŷn)

2

1
N−1

∑N
n=1 (yn − ȳ)

2
(2.4.19)

とし、R2
adj を自由度調整済み決定係数という。

2.4.5 係数の推定精度
線形重回帰に限ったことではないが、少ない学習デー

タを用いて学習した場合と多数の学習データを用いた
場合とでは、係数の推定精度に差が出るであろうこと
は容易に想像できる。ここでは係数の推定精度に何が
影響するかを示す。
係数の推定精度への影響を調べるため、最小二乗法

で推定した係数 ŵの分散共分散行列を求める。Aが非
確率変数からなる行列、xを確率変数からなるベクト
ルとしたとき、V (Ax) = AV (x)AT であることを利用
すると、(2.4.10)式より、

V (ŵ) =
(
XTX

)−1
XTV (y)X

(
XTX

)−1
(2.4.20)

となる。V (ŵk)は V (ŵ)の k行 k列成分 V (ŵ)kk で
あることから、

V (ŵk) =
∑
i,j

[(
XTX

)−1
XT
]
ki
V (y)ij

[
X
(
XTX

)−1
]
jk

(2.4.21)

と書ける。ここで、(2.4.3) 式と (2.4.4) 式より、
V (y)ij = σ2δij なので、

V (ŵk) = σ2
[(
XTX

)−1
XTX

(
XTX

)−1
]
kk

= σ2
[(
XTX

)−1
]
kk

(2.4.22)

となる。続いて
(
XTX

)−1
の具体的な値を求めてみる

のだが、ここでは簡単のために説明変数が 2個だけで
バイアス項のないモデル

yn = xn1w1 + xn2w2 + ϵn
N∑

n=1

xn1 =

N∑
n=1

xn2 = 0 (2.4.23)

を考えると、

XTX =

(
x11 · · · xN1

x12 · · · xN2

)
x11 x12
...

...

xN1 xN2



=

( ∑
n x

2
n1

∑
n xn1xn2∑

n xn2xn1
∑

n x
2
n2

)
(2.4.24)

であるので、

(
XTX

)−1
=

1

D

( ∑
n x

2
n2 −

∑
n xn1xn2

−
∑

n xn2xn1
∑

n x
2
n1

)
D =

∑
m,n

x2m1x
2
n2 −

∑
m,n

xm1xm2xn1xn2

(2.4.25)

となることから、例えば w1 の推定値の分散は、

V (ŵ1) =
σ2

D

N∑
n=1

x2n2

=
σ2

N

1
1
N

∑N
n=1 x

2
n1

1

1− ρ212
(2.4.26)

ρ212 ≡
∑

m,n xm1xm2xn1xn2∑
m,n x

2
m1x

2
n2

となる。ここで ρ12 は説明変数 x1,x2 間の標本相関
係数である。また、

∑N
n=1 xn1 = 0 であることから、

1
N

∑N
n=1 x

2
n1は x1の標本分散である。V (ŵ)が大きい

場合、学習データのサンプリング方法が少し変わった
り、学習データの一部に誤差の大きなデータが含まれ
るだけで推定値が大きく変わる可能性がある。これは
係数の推定精度が低いことを意味する。(2.4.26)式よ
り、係数の推定値の分散を大きくする要因は以下の 4

点である。

• N が小さい（学習データが少ない）
• σ2 が大きい（観測ノイズの分散が大きい）
• 1

N

∑N
n=1 x

2
n1が小さい（説明変数の分散が小さい）

• ρ212が 1に近い（説明変数間の相関係数が 1に近い）

これらのうち始めの 3点が要因で係数推定の精度が悪
くなる例を図 2.4.2 に示す。このような場合には、学
習データを増やす、実況と相関が強い説明変数を導入
する、学習データのサンプリングの妥当性を検討する
などの対応が必要となる。次に 4点目の要因について
考える。今、2つの説明変数 x1と x2 に強い多重共線
性があり、xn1 ≈ axn2（aは定数）と書けるとすると、
ρ212 ≈ 1となることから、説明変数に強い多重共線性
がある場合も係数の推定精度が悪くなるといえる。ガ
イダンスの開発を行う場合、一般に説明変数間にはあ
る程度の多重共線性がある。このこと自体は大きな問
題ではないが、多重共線性が強い場合には係数の推定
精度が悪くなることに注意しなければならない。

2.4.6 正則化法
説明変数間に強い多重共線性がある場合でも係数を
もっともらしく推定する方法の一つがここで述べる正
則化法である。正則化法は線形重回帰に限らず様々な
統計手法で利用される。
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図 2.4.2 係数の推定精度が悪くなる場合の例

ここでは簡単のために、説明変数が 2つでバイアス
項が 0のモデル (2.4.23)式を考える。説明変数に強い
多重共線性があり、xn1 ≈ xn2 とすると、

ŷn = xn1

ŷn = 2xn1 − xn2

ŷn = 100xn1 − 99xn2 (2.4.27)

はいずれもほぼ同じ結果を与える。十分な学習データ
が与えられれば 1番目の回帰式が得られることが期待
されるが、学習データが不十分な場合には係数の推定
精度が低くなり、2番目や 3番目のような回帰式が得
られる可能性がある。そして 3番目の式のように係数
の絶対値が大きくなればなるほど、2つの説明変数の
バランスがわずかに崩れただけでも予測値が大きく変
わってしまい、予測が不安定になる 3。
線形重回帰では (2.4.6)式で表される誤差関数を最小

にする係数を求めるのだが、誤差関数にwの大きさに
応じたペナルティー項を加えることを考える。

E =
1

2

N∑
n=1

(
yn −

K∑
k=0

xnkwk

)2

+
λ

β

K∑
k=0

|wk|β (2.4.28)

ここで λは正の定数で、βは 1, 2などがよく用いられ
る。このように誤差関数にペナルティー項を加えるこ
とを正則化といい、β = 1の場合を L1正則化、β = 2

の場合を L2正則化という 4。線形重回帰の場合には、
L1正則化をLasso (Tibshirani 1996)、L2正則化をリッ
ジ回帰 (Horel and Kennard 1970)という。いずれの場
合も、平均二乗誤差が同程度である場合には係数の大
きさの和が小さいほど良いモデルとして採用されるた

3 このため、例えば ŷn = 0.5xn1 + 0.5xn2 というような関
係が得られた場合には、予測結果の解釈が難しくなるという
問題はあるが、予測の安定性に関しては大きな問題は生じな
い。
4 L1, L2のほかにも、0ではない係数の数に比例したペナル
ティー項を与える L0正則化や、絶対値が最大となる係数に
比例したペナルティー項を与える L∞正則化、L1と L2を
組み合わせた Elastic netなど、様々な正則化法が提案され
ている。

め、(2.4.27)式の 2番目や 3番目のような回帰式は得
られにくくなる。
正則化は説明変数の数が多い場合に特に有効である。
第 2.3.11項で述べたように、説明変数が多いとモデル
の表現力（複雑な関係性を表現できる能力）が高くな
るため、学習データに対して過剰に最適化した係数が
得られてしまう。この場合、未知のデータに対する誤
差が大きくなり、ガイダンスの精度は低下する。多す
ぎる説明変数を減らす方法としては、説明変数間の相
関係数に基づいて開発者が減らす方法や、次項で述べ
る手法がよく用いられるが、正則化法を用いることで
強い多重共線性を持つ説明変数が選ばれにくくなるた
め、説明変数の選択を効率的に行うことができるよう
になる。

2.4.7 説明変数の選択
線形重回帰において、説明変数を選択する方法とし
ては主に以下の 3つが挙げられる。

• 赤池情報量基準 (AIC)を用いる方法
• 交差検証 (CV)を用いる方法
• 主成分分析を用いる方法

ここでは線形重回帰におけるAICとCVを用いた説明
変数の選択について述べる。主成分分析については統
計手法によらない手法であるため、第 2.3.11項 (3)を
参照していただきたい。

(1) 赤池情報量基準を用いる方法
線形重回帰での AIC を求める。第 2.4.3 項と同様
に、ここでも観測ノイズの分布として正規分布 ϵn ∼
N(0, σ2)を考える。このとき、確率密度関数と対数尤
度は、

p (ϵn) =
1√
2πσ2

exp

(
− ϵ2n
2σ2

)
lnL =

N∑
n=1

ln

[
1√
2πσ2

exp

(
− ϵ2n
2σ2

)]

= −N
2
ln 2π − N

2
lnσ2 −

N∑
n=1

ϵ2n
2σ2

(2.4.29)
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となる。ここで観測ノイズの分散 σ2は通常は未知のパ
ラメータであるため、学習データから σ2 の推定値 σ̂2

を最尤法で求めることにする。すなわち、上記の対数
尤度を σ2の関数と見なし、lnL

(
σ2
)
を σ2で微分して

0になるときの σ2 を分散の推定値 σ̂2 とする。

∂ lnL

∂σ2

∣∣∣∣
σ2=σ̂2

= − N

2σ̂2
+

N∑
n=1

ϵ2n
2(σ̂2)2

= 0 (2.4.30)

よって、

σ̂2 =
1

N

N∑
n=1

ϵ2n =
RSS

N
(2.4.31)

となる。ここでRSSは残差の二乗和 (Residual Sum of

Square)である。この σ̂2 を用いて対数尤度を書くと、

lnL
(
σ̂2
)
= −N

2
ln 2π − N

2
ln

RSS

N
− N

2
(2.4.32)

であるので、AICは、

AIC = N ln 2π +N ln
RSS

N
+N + 2K (2.4.33)

となる。AICを用いて説明変数を選択する場合、予測
式を変える前と後でのAICの差に着目することになる
ため、定数部分は無視してよい。学習データのサンプ
ル数N はここでは定数であるから、右辺の第 1項と第
3項は AICの計算には不要となる。よって線形重回帰
の場合の AICは、

AIC = N ln
RSS

N
+ 2K (2.4.34)

と書くことができる。学習データに対して、AICが最
も小さくなる説明変数の組み合わせを総当たり法や変
数増減法などで選択する。

(2) 交差検証を用いる方法
CVは繰り返し計算を行うため計算に時間が掛かる

という問題があるが、線形重回帰に用いる場合には計
算を効率的に行う方法がある。LOOCVで平均二乗誤
差MSEを求めると、

MSELOOCV =
1

N

N∑
n=1

(
yn − f̂−n(xn)

)2
(2.4.35)

と書ける（(2.3.60)式を再掲）。ここで、f̂−nは n番目
の学習データを除いて作成した回帰式である。煩雑な
ため証明は省略するが、(2.4.35)式を変形すると、

MSELOOCV =
1

N

N∑
n=1

(
yn − f̂(xn)

)2
(1− [H]nn)

2 (2.4.36)

と近似ではなく厳密に書ける。ここで [H]nnは (2.4.11)

式で示したハット行列の n行 n列成分、f̂ はN 個の学
習データを全て用いて作成した回帰式である。(2.4.36)

式では、f̂−n ではなく f̂ となっている所がポイント
で、(2.4.35)式ではデータを一つ抜いて回帰式を作成
するということを N 回繰り返す必要があったのに対
し、(2.4.36)式ではN 個のデータを全て用いた通常の
回帰式の作成を 1回だけ実行すれば良いため高速に計
算できる。この方法は線形重回帰の場合に限られるが、
学習データの数が多い場合には特に有効である。この
計算を総当たり法や変数減少法等を用いて説明変数の
組み合わせを変えながら実行し、MSELOOCVが最も小
さくなる説明変数の組み合わせを選ぶ。

2.4.8 逐次学習
線形重回帰では (2.4.10)式を用いた一括学習により
係数を決定する場合が多いが、第 2.3.10項で述べた確
率的勾配降下法を用いることで逐次学習することも可
能である。線形重回帰の誤差関数Eは残差の二乗和で
あり、これを係数 w の各成分で微分すると (2.4.7)式
になることから、時刻 tにおける係数w(t)を逐次更新
する式は (2.3.56)式より、

w
(t+1)
k = w

(t)
k + η xtk

(
yt −

K∑
l=0

xtl w
(t)
l

)
(2.4.37)

となる。ここで ytと xtは時刻 tにおける観測値と説明
変数である。第 2.3.10項でも述べたように、逐次学習
する場合には、学習率 ηの値を適切に調整し、説明変
数を規格化して説明変数のオーダーを揃えておく必要
がある。

2.4.9 線形重回帰の利用上の注意点
線形重回帰は最もシンプルな統計手法であり広く利
用されているが、利用に当たっては注意すべき点が多
い。ここでは例を示しながら線形重回帰を利用する上
での注意点を述べる。

(1) 線形重回帰の仮定に反していないか
第 2.4.2項で示したように、線形重回帰では以下の 6

つの仮定の下で回帰式が決定される。

仮定 1. モデルの線形性
仮定 2. 説明変数は非確率変数
仮定 3. 観測ノイズの不偏性
仮定 4. 観測ノイズの等分散性
仮定 5. 観測ノイズの独立性
仮定 6. 説明変数に完全な多重共線性はない

ガイダンスでは、数値予報モデルの予測値などの確定
した値を用いて説明変数を作成するため、通常は仮定
2は満たされていると考えて問題ないだろう。また、説
明変数間にはある程度の相関は必ずあるものの、例え
ばある説明変数を 2倍にした変数を説明変数に加える
等、開発者が意図的に操作しない限りは説明変数が完
全な多重共線性を持つことはないので、通常は仮定 6

も満たされていると考えて問題はない。残りの 4つの
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図 2.4.3 線形重回帰で用いられている仮定が成り立たない例

仮定に関しては、用いているデータが仮定を満たして
いるか否かは自明ではないため、開発を行うに当たっ
てデータの性質を確かめておく必要がある。
データの性質を簡単に確かめる方法としてはデータ

を実際にプロットしてみると良い。まず、仮定 1のモデ
ルの線形性については、実際にデータをプロットする
ことで、目的変数（実況値）と説明変数に線形関係があ
るか否かを確かめる。このとき、個別の説明変数が実
況値と線形関係を持たなければならないことに注意が
必要である。各説明変数と実況値をプロットしたとき、
図 2.4.3(a)のような関係にある場合には線形関係を満
たさないため、このままでは線形重回帰の説明変数に
用いることはできない。このような場合には、説明変
数を何らかの関数で変換することで線形化できる場合
がある。図 2.4.3(b)のような場合には、ロジスティック
回帰等のほかの統計手法を用いることを検討する。ま
た、例えばある変数 uを説明変数として用いる場合、
uの 2乗や対数など uの何らかの関数 f(u)を説明変
数に用いてはならない。なぜならば、もし uが実況値
と線形関係にあるならば、uの線形変換 f(u) = au+ b

（a, bは定数）を除いては f(u)は実況と非線形関係と
なるため仮定 1に反することになり、f(u) = au+ bと
した場合には uと完全な多重共線性を持つため仮定 6

に反するからである。逆に、もし f(u) ̸= uが実況値と
線形関係にあるならば、u自身は実況値と非線形関係
を持つか f(u)と完全な多重共線性を持つため、uを説
明変数に用いることはできない。よって線形重回帰で
は、もし f(u)を説明変数に用いた場合、uの別の関数
g(u)を説明変数に用いることはできない。
仮定 3の観測ノイズの不偏性の仮定が満たされてい
るか否かは、ガイダンスの予測値と実況値の関係をプ
ロットした時に、予測値に依らず予測と実況の差が一定
と見なせるかどうかを確かめることになる。図 2.4.3(c)

の場合は、全体としてはバイアスが 0だったとしても、
予測値の大きさによってバイアスが変化しているため、
観測ノイズの不偏性は満たされていない。このような
場合には、予測と実況が線形になるように説明変数の見
直しを行うか、季節や予測値などで層別化するか、別の
統計手法を用いるなどの検討が必要になる。図 2.4.3(d)

は 2値データを線形モデルで予測しようとした例であ
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回帰式: y = 0.500 x + 3.002

残差の不偏分散: 1.527

自由度調整済み決定係数: 0.6297

図 2.4.4 Anscombe (1973)の例

り、観測ノイズの不偏性は満たされていない。このよ
うな場合には、線形重回帰ではなくロジスティック回
帰を用いるなどを検討する必要がある。
仮定 4の観測ノイズの等分散性は、各データについ

て予測と実況の差の分散が一定であることを意味して
いる。図 2.4.3(c)∼(e)はいずれもこの等分散性の仮定
を満たしていないため、説明変数や統計手法の見直し
が必要となる。
仮定 5の観測ノイズの独立性が成り立たない場合、

すなわち観測ノイズに相関があるのは、空間方向や時
間方向に相関がある場合である。例えば、バイアス特
性が異なる 2つの地点の気温をまとめて予測しようと
した場合には図 2.4.3(f)のようになるため、地点で層
別化するか、地点特性を考慮した説明変数を導入する
などの検討が必要である。また、時間方向に誤差の相
関がある場合には図 2.4.3(g)のようになるため、時刻
や季節などで層別化したり、時刻や季節の特性を考慮
した説明変数を導入するなどの検討が必要になる。

(2) 回帰式の結果だけを見ていないか
回帰式を決定した後に、決定係数の値や回帰直線、

学習データや予測データに対する誤差といった回帰の
結果だけに注目するのではなく、予測値と実況値の関
係をプロットしてみることが重要である。
図 2.4.4は Anscombe (1973)の例で、図中の点は回

帰式の作成に用いられたデータ、直線は回帰直線を表し
ている。(a)∼(d)のデータのうち、(a)以外のデータは
線形重回帰を適用できないデータであることは図を見
ればすぐに分かるが、図中に示した回帰式、残差の不
偏分散、自由度調整済み決定係数は (a)∼(d)のいずれ
もほぼ同じ値になっており、これらの値を見ただけで
は統計関係の正しさを知ることはできない。データと
回帰直線の関係をプロットするほかにも、残差を予測
値に対してプロットしたり、正規Q-Qプロット（Wilks

1995など）やCookの距離 (Cook and Weisberg 1982)

を利用したりすることで、線形重回帰に用いるデータ
の正しさを視覚的に確かめることができる。

(3) 学習時、検証時の注意点
線形重回帰に限らず、多くの統計手法では学習に用
いるデータは独立であることを仮定しているが、一定
期間の連続した気象データを学習に用いる場合、学習
データ間にはある程度の相関が含まれていることを考
慮しなければならない。例えば時刻方向に回帰式を層
別化していない場合には、同じ観測データに対して複
数の時刻の予測値が得られるため、学習に使用する初
期時刻や予報時間を限定するなどの工夫が必要となる。
検証では係数の学習に使用していないデータ（学習
データとは独立なデータ）を用いなければならない。
これは当然のことに思われるが、係数を決定すること
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に加えて、説明変数の算出に利用するパラメータを調
整するような場合には注意が必要である。例えば 3年
分のデータを用意して、初めの 2年分のデータで係数
を学習し、残りの 1年分のデータで検証することを考
える。これ自体はほぼ独立なデータを用いた検証とい
えるのだが、検証した結果、期待していたような精度
が得られなかった場合、説明変数のパラメータを調整
して再び係数を学習して検証する、ということを繰り
返すことがある。この場合、回帰式と説明変数は用意
した 3年分のデータにフィットするように調整されて
しまうため、結果的に 3年分のデータ全てを学習デー
タとして扱ったことになってしまう。このような場合
にはさらに別途検証用のデータを用意する必要がある。
検証用のデータを別途用意できない場合には CVを用
いて精度を評価することになる。ただし第 2.3.11項 (2)

でも述べたとおり、時間方向に相関を持つデータにCV

を用いた場合には、実際の検証結果よりも誤差が小さ
く見積もられることに注意が必要である。

2.4.10 まとめ
本節では、線形重回帰の手法とその周辺の技術及び

利用上の注意点を述べた。線形重回帰は最もシンプル
な手法であり様々に利用されているが、係数を決定す
る上で置かれている仮定が多く、これらが満たされて
いないデータに対しては、説明変数を見直したり、別
の統計手法を利用するなどの検討が必要である。また、
手法を正しく用いるためには、回帰の結果や検証結果
だけに注目するのではなく、説明変数と実況値、予測
値と実況値の関係などを実際にプロットしてみること
が重要である。これは線形重回帰に限らず、全ての統
計手法に共通していえることである。

付録 2.4.A 決定係数が (2.4.17)式と書けることの
証明

ここでは、∑N
n=1 (ŷn − ȳ)

2∑N
n=1 (yn − ȳ)

2
= 1−

∑N
n=1 (yn − ŷn)

2∑N
n=1 (yn − ȳ)

2

と書けることを示す。左辺の分母は、

N∑
n=1

(yn − ȳ)
2
=

N∑
n=1

(yn − ŷn + ŷn − ȳ)
2

=
N∑

n=1

(yn − ŷn)
2
+

N∑
n=1

(ŷn − ȳ)
2

+2
N∑

n=1

(ynŷn − ŷnŷn) + 2 ȳ
N∑

n=1

(ŷn − yn)

(2.4.38)

と書ける。ここで (2.4.38)式の右辺第 3項を行列形式
で書くと 2

(
yT ŷ − ŷT ŷ

)
であり、また、(2.4.11)式よ

り、ŷ = Hyであることから、

ŷT ŷ = (Hy)THy

= yTHHy

= yTX
(
XTX

)−1
XTX

(
XTX

)−1
XTy

= yTHy

= yT ŷ (2.4.39)

と書ける。ここで、ハット行列は対称行列であること
(2.4.12)式を用いた。これより (2.4.38)式の右辺第 3項
は 0になる。また (2.4.5)式より ŷn = E(yn)であるか
ら、右辺第 4項も 0となる。以上より、

N∑
n=1

(ŷn − ȳ)
2
=

N∑
n=1

(yn − ȳ)
2 −

N∑
n=1

(yn − ŷn)
2

(2.4.40)

であるから、これを (2.4.16)式に代入すると (2.4.17)

式が得られる。

参考文献
Anscombe, F. J., 1973: Graphs in statistical analysis.

The American Statistician, 27(1), 17–21.

Cook, R. D. and S. Weisberg, 1982: Residuals and

influence in regression. New York: Chapman and

Hall, 229 pp.

廣津千尋, 1992: 線形モデルと最小二乗法. 自然科学の
統計学 第 2章, 東京大学出版会, 26–78.

Horel, A. E. and R. W. Kennard, 1970: Ridge regres-

sion: biased estimation for nonorthogonal prob-

lems. Technometrics, 12, 55–67.

Tibshirani, R., 1996: Regression shrinkage and selec-

tion via the lasso. Journal of the Royal Statistical

Society. Series B, 58(1), 267–288.

Wilks, D. S., 1995: Statistical methods in the atmo-

spheric sciences. Academic press, 467 pp.

42



2.5 ロジスティック回帰 1

2.5.1 はじめに
前節で述べた線形重回帰は、気温のような連続値の

予測に用いられる統計手法の一つである。これに対し
て本節で述べるロジスティック回帰は、例えば雷の有
無などのように、現象を 2つのクラスに分類する問題
に用いられる統計手法の一つである。後述するように、
ロジスティック回帰により得られる予測値は現象の発
生確率と考えることができるため、ロジスティック回
帰は確率型のガイダンスによく用いられている。気象
庁でのロジスティック回帰の利用は発雷確率ガイダン
スに始まり (高田 2007)、その後、乱気流指数や雲底確
率ガイダンス、ガスト発生確率ガイダンスなどにも利
用されるようになった。
本節では初めにロジスティック回帰の基礎的な理論

について述べ、続いてロジスティック回帰を多クラス
分類に適用した順序ロジスティック回帰と多項ロジス
ティック回帰について述べる。最後に利用上の注意点
等を述べる。

2.5.2 ロジスティック回帰の基礎
ロジスティック回帰 (Cox 1958)は、目的変数が 2値

データでベルヌーイ分布に従う場合に用いられる回帰
分析の一種 2である。2値データとは、雷があった場合
を 1、なかった場合を 0としたような 2つの値だけを
取るデータのことである。ここでは初めに、確率がベ
ルヌーイ分布で表される一般的な場合について考える。
ベルヌーイ分布とは、確率変数 Y が確率 pで現象あ

り (Y = 1)、確率 1 − pで現象なし (Y = 0)を取る離
散確率分布である。今、説明変数 xと係数 w が与え
られているとする。このとき、現象ありとなる確率を
Pr(Y = 1|x,w)とし、

p ≡ Pr(Y = 1|x,w) (2.5.1)

とすると、現象なしとなる確率は、

Pr(Y = 0|x,w) = 1− p (2.5.2)

となる。ここで pは xとwの関数である。この 2つを
まとめると、ベルヌーイ分布の確率関数は以下のよう
に書ける。

Pr(Y = y|x,w) = py (1− p)
1−y

(2.5.3)

yを 2値データの観測値とし、N 組の観測値と説明
変数のデータセット (y1,x1), · · · , (yN ,xN ) が与えら
れたとき、最適な係数wを最尤法で求めることを考え
る。各観測が独立であると仮定すれば、尤度 Lは係数
1 工藤 淳
2 ほかにも、プロビット回帰や complementary log-log回帰
などがある。
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ロジスティック関数
正規分布の累積分布関数

図 2.5.1 ロジスティック関数 y = 1/(1 + exp(−1.7x))と正
規分布 N(0, 1)の累積分布関数

ベクトルwの関数として、

L(w) =
N∏

n=1

Pr(Yn = yn|xn,w)

=
N∏

n=1

pn
yn (1− pn)

1−yn (2.5.4)

と書ける。よって対数尤度は次のように書ける。

lnL(w) =

N∑
n=1

[yn ln pn + (1− yn) ln(1− pn)] (2.5.5)

対数尤度が最大となる係数を求めたいので、対数尤度
をwの各成分で微分する。

∂ lnL

∂wk
=

N∑
n=1

[
yn
pn

∂pn
∂wk

− 1− yn
1− pn

∂pn
∂wk

]

=
N∑

n=1

∂pn
∂wk

yn − pn
pn(1− pn)

(2.5.6)

ここまではベルヌーイ分布に従う統計モデルに対して
一般的に成り立つ議論であり、確率 pnとして具体的に
どのような関数を用いるかによって統計手法が異なる。
ロジスティック回帰では、pn が次のロジスティック関
数で表されるものと仮定する。

pn =
1

1 + exp
(
−
∑K

k=0 xnkwk

) (2.5.7)

ここでw0はバイアス項で、xn0 = 1とする。ロジスティ
ック関数は図 2.5.1の青線のような関数である。(2.5.7)

式を用いると、

∂pn
∂wk

= xnkpn (1− pn) (2.5.8)
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となることから、(2.5.6)式は

∂ lnL

∂wk
=

N∑
n=1

xnk (yn − pn) (2.5.9)

というシンプルな形で書くことができる。これが 0に
なるときのwをニュートン・ラフソン法などを用いて
数値的に求めれば、ロジスティック回帰における係数
が求まる。求められた係数と予測データを (2.5.7)式に
適用することで、ロジスティック回帰による予測値が
得られる。ロジスティック回帰を 2クラス分類問題に
適用する場合には、pがある値（例えば 0.5）以上であ
れば現象あり、それよりも小さければ現象なし、とい
うように分類すれば良い。
ロジスティック関数は 0 ∼ 1の値を取る単調増加関

数で、全域で微分可能であるという特性を持っている
ことから、確率を表現するのに適した関数であるとい
える。このため、(2.5.7)式では確率がロジスティック
関数で書けると仮定したのだが、上記のような特性を
持つ関数はロジスティック関数だけではない。例えば確
率という意味でいえば、正規分布の累積分布関数（図
2.5.1の赤線）を用いても良さそうである。確率をこの
ように仮定した回帰をプロビット回帰といい、その確
率密度関数は

pn =

∫ ∑K
k=0 xnkwk

−∞

1√
2π

exp

(
−z

2

2

)
dz (2.5.10)

である。しかし、(2.5.6)式を求めるためには (2.5.10)

式を wkで微分する必要があるため扱いが困難である。
これに対してロジスティック関数は、(2.5.8)式のよう
に微分が容易にでき、対数尤度の微分もシンプルな形
で記述できる。またパラメータを適当に調整すれば、
図 2.5.1のように正規分布の累積分布関数とほとんど
同じ曲線になる。このような理由から、ロジスティック
関数は 2値データの回帰にしばしば用いられている。

2.5.3 正則化法、説明変数の選択、逐次学習
ロジスティック回帰の場合も線形重回帰と同様に、正

則化、説明変数の選択、逐次学習といった手法を用い
ることができる。これらについて以下で述べる。

(1) 正則化法
ロジスティック回帰における誤差関数 E は負の対数

尤度− lnLである。これに係数の大きさに依存したペ
ナルティー項を加えることで多重共線性の影響を減ら
すことができる。

E = − lnL+
λ

β

K∑
k=0

|wk|β (2.5.11)

λは正の正則化定数で、線形重回帰と同様に、βが 1の
場合は L1正則化、2の場合は L2正則化となる。

(2) 説明変数の選択
ロジスティック回帰の場合も AICや CV、主成分分
析により説明変数を選択することができる。AICを用
いる場合には対数尤度の式 (2.5.5)をそのまま用いれば
良い。

AIC = −2 lnL+ 2K

= −2
N∑

n=1

[yn ln pn + (1− yn) ln(1− pn)] + 2K

(2.5.12)

この式を用いて、AICが最小になる説明変数の組み合
わせを選択する。
CVを用いる場合は、例えばブライアスコアを基準
にすることになる。LOOCVを利用するならば、

BSLOOCV =
1

N

N∑
n=1

(
yn − p̂−n(xn)

)2
(2.5.13)

となる。ここで p̂−n(xn)は、n番目のデータを除いて
作成したロジスティック回帰に xnを適用した場合の予
測値である。
主成分分析は説明変数間の分散共分散または相関係
数のみで決まり、目的変数には依らないため、統計手
法に関わらず第 2.3.11項 (3)で述べた手法で説明変数
を選択できる。

(3) 逐次学習
ロジスティック回帰における誤差関数 E は負の対数
尤度 − lnLであるため、誤差関数を w で微分した値
は (2.5.9)式に負号を付けたものになる。

∂E

∂wk
= −

N∑
n=1

xnk (yn − pn) (2.5.14)

これを (2.3.56)式に代入すれば、ロジスティック回帰
における逐次学習の式が得られる。

w
(t+1)
k = w

(t)
k + η xtk

(
yt − p(xt,w

(t))
)

(2.5.15)

第 2.3.10項で述べたように、係数を逐次学習する場合
には、学習率 ηを適切に調整するとともに、説明変数
を規格化して説明変数のオーダーを揃えておく必要が
ある。

2.5.4 順序ロジスティック回帰
順序ロジスティック回帰 (McCullagh 1980)は、目的
変数 yが 0, 1, 2, · · · のように順序のある階級に分か
れている場合のロジスティック回帰である。例えば降
水強度を弱、並、強に階級分けするような場合に用い
ることができる。
ここでは階級mが 0, 1, · · · , M − 1のM 個のク
ラスに分かれているとする。順序ロジスティック回帰
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図 2.5.2 順序ロジスティック回帰の概念図

では、n番目の実況に対応する確率変数 Yn がm番目
以上の階級である確率は

Pr(Yn ≥ m|xn,w) =
1

1 + exp
(
−bm −

∑K
k=1 xnkwk

)
(2.5.16)

であると仮定する。ここで bm は m 番目以上の階級
である確率に対するロジスティック関数の切片である。
(2.5.7)式では切片を和に含めているが、上式では和の
外に出して記述している。(2.5.16)式では、階級の違
いは切片のみであり、説明変数に掛かる係数は全ての
階級で等しいと仮定している。例えば階級が 0 ∼ 3の
4階級で分けられる場合を図で表すと図 2.5.2のように
なる。1番目の曲線（左の曲線）は階級が 1以上か 1

未満か（すなわち階級 0か）を分ける曲線で、切片は
b1である。2番目の曲線（中央の曲線）、3番目の曲線
（右の曲線）も同様であり、b1 ≥ b2 ≥ b3である。説明
変数 xと係数wが与えられたとき、階級が 1, 2, 3以
上である確率は図に示したようになる。4つの階級は
3本のロジスティック関数で分けられ、各曲線の傾きは
全て等しく、切片の大きさによって線が横軸方向に移
動している。傾きを等しくすることで、確率の逆転が
生じることがなくなる。
それぞれの階級になる確率は (2.5.16)式の差で表す

ことができる。

Pr(Yn = m|xn, b,w)

= Pr(Yn ≥ m|xn, b,w)− Pr(Yn ≥ m+ 1|xn, b,w)

=
1

1 + exp
(
−bm −

∑K
k=1 xnkwk

)
− 1

1 + exp
(
−bm+1 −

∑K
k=1 xnkwk

) (2.5.17)

ここで、b0 = +∞, bM = −∞とする。N 組の学習デー
タ (y1,x1), · · · , (yN ,xN )が与えられたとき、各観測
が独立であると仮定すれば、対数尤度は切片 bと係数

wの関数として、

lnL(b,w) =
N∑

n=1

lnPr(Yn = m|xn, b,w) (2.5.18)

となる。(2.5.18)式を bとwでそれぞれ微分して 0に
なる解を数値的に求めることで、順序ロジスティック
回帰の係数が求まる。このようにして得られた係数と
説明変数を (2.5.17)式に代入することで、各階級にな
る確率の予測値を求めることができる。

2.5.5 多項ロジスティック回帰
ロジスティック回帰を多クラス分類に拡張したもの
を多項ロジスティック回帰 3(Engel 1988)という。多項
ロジスティック回帰は、例えば天気を晴れ、曇り、雨、
雪に分類するような問題に用いることができる。
目的変数yはMクラスのカテゴリーに対応したM次
元ベクトルで、実況はm番目のクラスが起き (ym = 1)、
残りは起きない (ym = 0)ものとする。このような、ベ
クトルの 1つの成分だけが 1で残りは全て 0であるベ
クトルを one-hotベクトルという。y は one-hotベク
トルであるから、

∑M
m=1 ym = 1となる。説明変数 x

と係数W が与えられたとき、m番目のクラスの確率
変数 Ym が 1を取る確率を

pm ≡ Pr (Ym = 1|x,W ) (2.5.19)

と書くことにする。説明変数がK 個ある場合、xは切
片も含めたK + 1次元ベクトルで、W はK + 1行M

列の行列である。1番目のクラスの実況が y1、2番目
のクラスの実況が y2、· · · である確率は、

Pr (Y1 = y1, · · · , YM = yM |x,W ) =
M∏

m=1

pm
ym

(2.5.20)

となる。ここで
∑M

m=1 pm = 1、
∑M

m=1 ym = 1 であ
る。2 クラス分類の場合、つまり M = 2 の場合は、
p1 + p2 = 1、y1 + y2 = 1であり、p1 ≡ p、y1 ≡ y と
すると、p2 = 1− p、y2 = 1− yであることから、

Pr (Y1 = y1, Y2 = y2|x,W )

= p1
y1p2

y2 = py(1− p)1−y (2.5.21)

となり、ベルヌーイ分布の確率関数 (2.5.3)式と一致す
ることが確かめられる。
N 組の学習データ (y1,x1), · · · , (yN ,xN )が与え
られたとする。各観測が独立であると仮定すれば、尤
度 Lは係数行列W の関数として、

L(W ) =

N∏
n=1

M∏
m=1

pnm
ynm (2.5.22)

3 ソフトマックス回帰、多クラス回帰、多分岐ロジスティッ
ク回帰などと呼ばれることもある。
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と書けるので、対数尤度は

lnL(W ) =
N∑

n=1

M∑
m=1

ynm ln pnm (2.5.23)

となる。ここで、確率 pnmが次のソフトマックス関数
（第 2.6.5項 (2)も参照）で表されるものと仮定する。

pnm =
eϕnm∑M
j=1 e

ϕnj

(2.5.24)

ϕnm =
K∑

k=0

xnkwkm (2.5.25)

これを用いると、対数尤度は

lnL(W ) =
N∑

n=1

M∑
m=1

ynm

ϕnm − ln
M∑
j=1

eϕnj


(2.5.26)

となる。この対数尤度を係数行列W の各成分で微分
すると、

∑M
m=1 ym = 1であることを用いて、

∂ lnL

∂wkm
=

N∑
n=1

M∑
l=1

ynl

[
xnkδlm − xnk

eϕnm∑M
j=1 e

ϕnj

]

=
N∑

n=1

xnk (ynm − pnm) (2.5.27)

となり、(2.5.9)式と同様なシンプルな形で書ける。こ
こで δlm はクロネッカーのデルタである。(2.5.27)式
が 0になるW を数値的に求めることで、多項ロジス
ティック回帰における係数が得られる。求められた係
数を (2.5.24)式に適用することで、m番目のクラスに
分類される確率が得られる。複数のクラスの中から 1

つのクラスを予測する場合には、確率が最も高いクラ
スを選択すれば良い。

2.5.6 利用上の注意点
ロジスティック回帰では以下の仮定を用いて回帰係

数を導出しているため、用いるデータはこれらの仮定
と矛盾してはいけない。

• 観測値がベルヌーイ分布に従うこと
• 確率がロジスティック関数で表されること
• 観測が独立であること

以下ではそれぞれについて注意点を述べ、最後に上記
以外の一般的な注意点を述べる。

(1) 観測値がベルヌーイ分布に従う
ロジスティック回帰に用いる観測値は現象があり・な

しの 2値データ（0か 1）でなければならない。もし観
測値として何らかの確率的なもの（割合等）が得られ
るとしても、その割合を用いて (2.5.9)式の解を求めて
はならない。ベルヌーイ分布は確率変数 Y が確率 pで

現象あり (Y = 1)、確率 1 − pで現象なし (Y = 0)を
取る離散確率分布であるから、期待値と分散はそれぞ
れ次のように書ける。

E(Y ) = 1× p+ 0× (1− p) = p (2.5.28)

V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = p (1− p) (2.5.29)

ここで pはロジスティック回帰により求められた確率
である。横軸に p、縦軸に V (Y )を取ると図 2.5.3のよ
うになる。ベルヌーイ分布の分散は、確率が 0または
1付近で 0に近く（ばらつきが小さく）、0.5で最大値
0.25をとる。このため、例えば線形重回帰で仮定した
ような、等分散性を持つデータはロジスティック回帰
には適用することはできない。

�

�(�)

0.25

0 10.5

�

�(�)

0.25

0 10.5

LR3

図 2.5.3 ベルヌーイ分布の分散

(2) 確率がロジスティック関数で表される
ロジスティック回帰では、現象ありの確率が (2.5.7)

式のようなロジスティック関数で表されると仮定して
いる。(2.5.7)式を変形（ロジット変換）すると、

logit(p) ≡ ln
p

1− p
=

K∑
k=0

xkwk (2.5.30)

となる。ln(p/(1− p))を pのロジットという。今、あ
る説明変数 xkの値が xk → xk+∆xkと変化したとき、
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図 2.5.4 MSMの SSIと発雷の有無のロジットの関係。2012
年 3月から 2013年 2月の 1年間のデータを利用。
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現象ありのロジットが logit(p) → logit(p) + ∆logit(p)

と変化したとすると、

∆logit(p) = ∆xkwk (2.5.31)

となる。これは、ある期間のデータに対して、横軸に
ある説明変数をとり、縦軸にその説明変数のある区間
内に含まれる実況の有無（1か 0か）から算出したロ
ジットをプロットした場合、説明変数がロジットと線形
関係にあることを意味している。このことはまた、線
形重回帰（第 2.4.9項 (1)）でも述べた通り、ある変数
uの関数 f(u)（f(u) = uを含む）が既に説明変数に用
いられている場合、別の関数 g(u)を説明変数に用いる
ことはできないことも意味している。例として、MSM

発雷確率ガイダンスの説明変数に用いられている SSI

と発雷の有無のロジットの関係を図 2.5.4に示す。これ
を見ると、多少の非線形性はあるものの、発雷の予測
に重要な 0∼5付近では SSIとロジットは概ね線形関係
にあることが分かる。

(3) 観測の独立性
ロジスティック回帰では各観測データが独立である

ことを仮定している。すなわち観測データについて、
空間方向や時間方向に相関がないことを仮定している。
例えば図 2.5.5のようなデータの場合、時間方向に相
関があるため、時刻や季節で層別化したり、時間変化
や季節変化を考慮した説明変数を加えたり、相関を考
慮してデータを間引いたりする必要がある。また、同
じ観測データを初期時刻の異なる説明変数に対応させ
た場合、同じような説明変数に対して同じ観測値を用
いることになるため、相関の強い観測を用いたことと
同様の影響を与えてしまう。同じ観測データを複数回
使用しないように、回帰式を初期時刻や予報時間で層
別化する必要がある。

時間

実
況
値

LR5

図 2.5.5 時間方向に相関のある観測データの例

(4) その他の注意事項
ここまで述べた (1)∼(3)の事項のほかに、線形重回

帰と同様の注意点も挙げられる。説明変数間に多重共
線性がある場合には、ロジスティック回帰の場合でも係
数の推定精度が低下するため、説明変数を選択して使
用する説明変数の数を減らすか、学習データの数を増
やして係数推定の誤差を減らす必要がある。また、第
2.4.9項 (3)で述べたように、学習データやパラメータ

調整用のデータとは独立なデータを用いて性能を評価
する必要があることにも注意が必要である。

2.5.7 まとめ
本節ではロジスティック回帰の基礎的な理論及び利
用上の注意点を述べた。ロジスティック回帰は目的変
数が 2値データである場合に発生確率を予測すること
ができ、シンプルな手法でありながら従来用いられて
いた手法と比べて高い予測精度を持つことから、気象
庁のガイダンスにおいても確率予測に広く利用されて
いる。開発においては、ロジスティック回帰を用いて
予測した場合の検証結果（ブライアスコアや信頼度曲
線など）だけに着目するのではなく、第 2.5.6項で述べ
たように、実況データや説明変数をプロットしてみて、
データの特性がロジスティック回帰に適しているか確
認することも重要である。

参考文献
Cox, D. R., 1958: The regression analysis of binary

sequences. Journal of the Royal Statistical Society.

Series B, 20(2), 215–242.

Engel, J., 1988: Polytomous logistic regression. Sta-

tistica neerlandica, 42(4), 233–252.

McCullagh, P., 1980: Regression models for ordinal

data. Journal of the Royal Statistical Society. Se-

ries B, 42(2), 109–142.

高田伸一, 2007: 航空気象予報ガイダンス. 平成 19年
度数値予報研修テキスト, 気象庁予報部, 87–93.
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2.6 ニューラルネットワーク 1

2.6.1 はじめに
ニューラルネットワークは、神経細胞（ニューロン）

の機能の一部をモデル化した機械学習アルゴリズムであ
る。その研究は 1940年代に始まり、Rosenblatt (1958,

1962)によるパーセプトロンと誤り訂正学習法を機に
第 1次ブームが、Rumelhart et al. (1986)による誤差
逆伝播法の再発見を機に第 2次ブームが起き、盛んに
研究が行われた。その後 2012年に ILSVRC 2において
Hintonらのグループ (Krizhevsky et al. 2012)がニュー
ラルネットワークの階層を深くしたディープニューラル
ネットワーク (Hinton et al. 2006; LeCun et al. 2015)

を用いて圧勝したことで第 3次ブームが始まり、2018

年現在も大きな注目を集めている。
ニューラルネットワークの特徴の一つは、第 2.6.3項

でも示すように、線形分離不可能な（任意の）関係も
扱うことができることである。これに対して線形重回
帰やロジスティック回帰では線形分離可能な関係しか
扱うことができない。またニューラルネットワークで
は、線形重回帰やロジスティック回帰で課されていた仮
定がなく、目的変数や説明変数の関係を詳しく吟味す
る必要がないという特徴もある。このためネットワー
クの構築に関する自由度が非常に高い一方で、調整す
べきパラメータが多くなり、計算を効率的に行うこと
が重要になっている。
気象庁のガイダンスにニューラルネットワークが利

用されるようになったのは 1996年から (柳野 1995)で
あり、基本的には 1980年代から 1990年代に開発され
た、いわゆる第 2世代ニューラルネットワークの技術
に基づいている。2018年現在では最大降水量ガイダン
ス、降雪量地点ガイダンス、日照率ガイダンス、最小湿
度ガイダンス、雲ガイダンスにニューラルネットワー
クが利用されている。
本節では、第 2世代ニューラルネットワークの技術を

中心に解説するが、近年開発され、ディープニューラル
ネットワークに用いられている技術についてもいくつ
か述べる。これらの新しい技術は、第 2世代のニューラ
ルネットワークにもそのまま適用可能であり、ガイダン
スの予測精度の向上に資すると考えられる。より詳し
い解説は、例えばKermanshahi (1999)、岡谷 (2015)、
斎藤 (2016)などを参照していただきたい。以下では、
単にニューラルネットワークと書いた場合には、第 2

世代のニューラルネットワークまたは、ディープニュー
ラルネットワークまで含めた一般的な意味でのニュー
ラルネットワークを指すものとする。

1 工藤 淳
2 ImageNet Large Scale Visual Recognition Challenge
(http://www.image-net.org/challenges/LSVRC/)。米国
の複数の大学が共同で開催している大規模画像識別コンペ
ティション。1000クラスの物体判別などを競っている。
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図 2.6.1 1つのユニットへの入出力の模式図

本節では、初めに第 2.6.2項から第 2.6.4項でニュー
ラルネットワークの構成と簡単な例を示し、第 2.6.5項
と第 2.6.6項でニューラルネットワークによる予測値の
算出と係数の学習について述べる。続いて第 2.6.7項
と第 2.6.8項でニューラルネットワークの学習に必要
な様々な技術を述べ、最後に利用上の注意点を述べる。
ディープニューラルネットワーク（またはディープラー
ニング）の概要は第 5.2節で述べる。ニューラルネット
ワークでは、その性質上ほかの統計手法と比べて変数
や添字の数が多くなる。付録 2.3.Aに、本章でも用い
られる主な変数と添字をまとめてあるので、適宜参照
していただきたい。また、ネットワークの構成によっ
て重み係数 wなどの添字の付き方が変わるため、一般
的な議論をする場合にはいくつかの添字を省略する場
合がある。具体的な表現を知りたい場合には適宜添字
を補っていただきたい。

2.6.2 ニューラルネットワークを構成するパーツ
ニューラルネットワークは、図 2.6.1で示したユニッ
ト 3 を組み合わせることで構成される。各ユニットに
対してK個の入力データ xがあり、それぞれに対応す
るK 個の重み係数wを掛けて加重和 ϕを求める。こ
こで 0番目の係数 w0 はバイアス項であり、対応する
入力値 x0 は常に 1であるとする。その後 ϕを活性化
関数 f で変換した結果を出力値 pとして出力する。活
性化関数としては、下記の関数など 4 が用いられてい
る（図 2.6.2）。

ステップ関数 : f(ϕ) =

{
1 (ϕ > 0)

0 (ϕ ≤ 0)
(2.6.1)

ロジスティック関数 : f(ϕ) =
1

1 + e−ϕ
(2.6.2)

双曲線正接関数 : f(ϕ) = tanhϕ (2.6.3)

3 ノードやニューロン、パーセプトロンと呼ばれることもあ
る。
4 ほかにも、ソフトサイン関数: ϕ/(1 + |ϕ|)、ソフトプラス
関数: ln(1 + eϕ)、動径基底関数: e−βϕ、多項式: ϕn、絶対
値: |ϕ|などもある。
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ステップ ロジスティック

ReLU 恒等 線形

双曲線正接

図 2.6.2 活性化関数の例

ReLU関数 : f(ϕ) =

{
ϕ (ϕ > 0)

0 (ϕ ≤ 0)
(2.6.4)

恒等関数 : f(ϕ) = ϕ (2.6.5)

線形関数 : f(ϕ) = aϕ+ b (2.6.6)

気象庁のガイダンスでは、ロジスティック関数、恒等
関数、線形関数が用いられている。双曲線正接関数はロ
ジスティック関数と同様な形をしているが、原点で回転
対称性があるという特徴がある。ReLU関数（Rectified

Linear Unit（正規化線形関数）またはランプ関数）は
シンプルでありながら非線形な関数で、無限大でも勾
配が 0にならないという特徴を持つ。従来用いられて
いたロジスティック関数や双曲線正接関数と比べて精
度が向上する (Glorot et al. 2011; LeCun et al. 2015)

ことから、ディープニューラルネットワークの多くで
は ReLU関数が用いられている。ここで示した例のう
ち、ステップ関数、ロジスティック関数、双曲線正接関
数、ReLU関数は非線形関数で、残りの 2つは線形関
数である。次項で示すように、ニューラルネットワー
クでは活性化関数が非線形関数であるか否かが重要な
意味を持つ。なお、ニューラルネットワークに関する
多くのテキストやこれまでのガイダンスの解説ではロ
ジスティック関数のことをシグモイド関数と呼んでい
るが、本稿ではロジスティック関数と呼ぶことにする。
シグモイド関数は狭義にはロジスティック関数を指す
が、一般には双曲線正接関数や累積正規分布関数など
の S字をした関数全般を指す。ここでは関数型を明確
にするためと、第 2.5節のロジスティック回帰の解説と
用語を統一するために、ロジスティック関数と呼ぶこ
とにする。

2.6.3 簡単な例
ここでは簡単な例を用いて、ニューラルネットワー

クが線形分離不可能な関係も表現可能であることと、
活性化関数にロジスティック関数や ReLU関数などの
ステップ関数以外の非線形関数が用いられている理由
を述べる。
図 2.6.3のようにユニットに 2つのデータ x1と x2が

入力され、pが出力されるものとする。それぞれの値は

��

��

�

��

��

1 ��

NN3

図 2.6.3 論理積を表現するユニット

表 2.6.1 論理積
x1 x2 出力

1 1 1 1

2 1 0 0

3 0 1 0

4 0 0 0

表 2.6.2 排他的論理和
x1 x2 出力

1 1 1 0

2 1 0 1

3 0 1 1

4 0 0 0

0か 1である。このとき表 2.6.1で示した論理積 (AND)

をユニットを用いて表現することを考える。活性化関
数にはステップ関数を用いることにする。すなわち、

ϕ = w0 + x1w1 + x2w2

p =

{
1 (ϕ > 0)

0 (ϕ ≤ 0)
(2.6.7)

とする。ここで例えば、(w0, w1, w2) = (−5, 3, 3)とす
ると、x1 = 1, x2 = 1の場合には ϕ = 1 > 0で p = 1

などとなることから、論理積が表現できていることを
確かめられる。このwを用いて (2.6.7)式を書くと、

p =

{
1 (3x1 + 3x2 − 5 > 0)

0 (3x1 + 3x2 − 5 ≤ 0)
(2.6.8)

となる。これは、3x1 + 3x2 − 5 = 0を境に点 (x1, x2)

がこの線よりも上側にあれば 1を下側にあれば 0を返
す、と解釈できる（図 2.6.4左）。このように、一本の
直線でデータを分類できることを線形分離可能という。
逆の見方をすれば、wとしてどのような値を用いたと
しても、1本の直線でしかクラスを分類できないとい

は1を、 は0を表す

��

��

��� + ��� − 
 = �

(0, 1) (1, 1)

(0, 0) (1, 0)

��

��

(0, 1) (1, 1)

(0, 0) (1, 0)

論理積(AND) 排他的論理和(XOR)

図 2.6.4 論理積（左）と排他的論理和（右）の図。赤丸は 1
を、青丸は 0を表す。
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図 2.6.5 ユニットを 2層に組み合わせたネットワーク。図を
簡略化するために、ここではそれぞれのユニットへのバイ
アス項を省略している。

える。注意したいのは、活性化関数に用いたステップ
関数は非線形関数であるにも関わらず、線形分離可能
な問題しか解くことができないということである。こ
れは活性化関数にロジスティック関数など他の非線形
関数を用いても同じである。ロジスティック関数でク
ラス分類をする場合、例えば p = 0.5を閾値として 1

か 0かを分類することになる。(2.6.2)式より、p = 0.5

となるのは ϕ = 0のときであり、やはり ϕ = 0という
直線を境に 2つのクラスに分類されることになる。
線形分離不可能な問題の例として、排他的論理和

(XOR) がある（表 2.6.2）。排他的論理和の入出力の
関係を図に示すと図 2.6.4右のようになる。この図を見
れば分かるように、排他的論理和の場合には 1本の直
線では 1と 0（赤丸と青丸）を分離することはできな
い。すなわち線形分離不可能である。そこで、ユニッ
トを複数組み合わせて図 2.6.5のようなネットワーク
を組むことにする。重み係数wは、

w1 = (w10, w11, w12) = (5,−3,−3)

w2 = (w20, w21, w22) = (−3, 5, 5)

w3 = (w30, w31, w32) = (−5, 3, 3) (2.6.9)

であるとする。ここで、w10, w11, w12などはそれぞれ、
1番目のユニットでのバイアス項と x1, x2 の重みを表
す。活性化関数は全てステップ関数を用いる。この係
数を用いて x1, x2に 0または 1を与えて具体的に計算
すると表 2.6.3のようになり、排他的論理和を表現でき
ていることがわかる。図 2.6.5のように、複数のユニッ
トを層に並べたとき、入力データが与えられる層を入
力層、計算結果が出力される層を出力層と呼び、その
中間の層を中間層（または隠れ層）と呼ぶ。中間層は
1層だけでも良いし 2層以上あっても良い。
論理積と排他的論理和を解くにあたり、上記では重

み係数はパラメータとして与えられたが、実際の分類
問題に適用しようとした場合には何らかの方法で自動
的に最適な係数を求めなくてはならない。論理積につ
いては次の誤り訂正学習法と呼ばれる手法で係数を自

表 2.6.3 図 2.6.5のネットワークに (2.6.9)式の係数を与え
て計算した結果

x1 x2 x3 x4 出力

1 1 1 0 1 0

2 1 0 1 1 1

3 0 1 1 1 1

4 0 0 1 0 0

動的に求めることができる。

w
(s+1)
k = w

(s)
k + η

∑
n

(yn − p(s)n )xnk (2.6.10)

ここで sは学習のステップ、nは学習データの番号（表
2.6.1の左列の番号 1∼4に相当）、yn は n番目の教師
データ（表 2.6.1では右列の値に相当）、p(s)n は sステッ
プ目の係数を用いて計算した n番目の出力値、xnk は
n番目のデータにおける xk の値、ηは正の学習率であ
る。η = 0.1などとし、ある適当な初期値w

(0)
k から始

めて上記ステップを複数回繰り返すことで正しい係数
が得られる。
排他的論理和の場合は誤り訂正学習法では正しい係
数を求めることはできないのだが、活性化関数に非線
形関数を採用し、第 2.6.6項で述べる誤差逆伝播法を
用いることで最適な係数を学習することができる。た
だし、活性化関数はステップ関数以外の非線形関数で
ある必要がある。なぜならば、誤差逆伝播法では活性
化関数の微分を用いて係数を更新するため、微分がデ
ルタ関数になるステップ関数では係数を適切に更新で
きないからである。このため、第二世代以降のニュー
ラルネットワークでは、活性化関数にロジスティック
関数や ReLU関数など、ステップ関数以外の非線形関
数が用いられている。
1つのユニットでは表現できなかった排他的論理和を
表現できたのは、ユニットを 2層に重ねたためである。
中間層の活性化関数に非線形関数を用いて、ユニット
を 2層以上重ねることで、理論上は任意の非線形クラ
ス分類や回帰を近似できる (Cybenko 1989)。では中間
層の活性化関数が線形関数 (2.6.6)式だったらどうか。
これは実際に計算してみれば容易に確認できるが、中
間層の活性化関数を線形関数にすると、出力層の加重
和（図 2.6.5の場合は ϕ3）は入力値 xの線形結合で表
される。これはすなわち中間層がないネットワークと
等価であることを意味しており、非線形分類問題を解
くことはできない。よって、ニューラルネットワーク
の特性を活かすためには中間層に非線形関数を用いる
必要がある。中間層の活性化関数が非線形関数であれ
ば、出力層の活性化関数は線形関数や恒等関数を用い
ても良い（非線形関数でも良い）。
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図 2.6.6 順伝播型ニューラルネットワークの構成
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図 2.6.7 再帰型ニューラルネットワークの構成

図 2.6.8 相互結合型ニューラルネットワークの構成
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図 2.6.9 ガイダンスに用いられているニューラルネットワー
クの構成。入力層と中間層の 1はバイアス項に対応。

2.6.4 ニューラルネットワークの構成
ニューラルネットワークは、ネットワークの構成に

よって様々な種類がある。主なネットワークには以下
のようなものがある。

• 順伝播型ニューラルネットワーク
• 再帰型ニューラルネットワーク
• 相互結合型ニューラルネットワーク

順伝播型（フィードフォワード）ニューラルネット
ワークは、図 2.6.6のようにユニットを複数の階層に
並べたニューラルネットワークで、信号が入力層から
出力層に向かって一方向のみに伝播していく。中間層
は 1層以上あり、それぞれの層のユニットは複数ある。
画像認識などの分類・識別問題に用いられる最も基本
的なニューラルネットワークである。
再帰型（リカレント）ニューラルネットワーク (El-

man 1990)は、図 2.6.7のように順伝播型ニューラル
ネットワークの中間層に有向閉路 5 を持たせたネット
ワークである。中間層では前回の出力値が入力値として
扱われるため、短期の記憶として作用する。これによっ
て前後のデータとの関連性を扱うことができ、音声認
識や言語処理などの時系列データの処理に用いられる。
短期の記憶だけでなく、長期の記憶も持たせた LSTM

(Long Short-Term Memory, Hochreiter and Schmid-

huber 1997)と呼ばれるネットワークもある。

5 方向を持つ（双方向ではない）閉じた経路のこと。

相互結合型ニューラルネットワークは、図 2.6.8のよ
うに自分自身を除く全てのユニットと結合したネット
ワークである。連想記憶や組み合わせ最適化問題に利用
されるホップフィールドネットワーク (Hopfield 1982)

や、ホップフィールドネットワークでのユニットの状
態変化を確率的に行うボルツマンマシン (Ackley et al.

1985)などがある。
気象庁のガイダンスで用いられているニューラルネッ
トワークは、図 2.6.9のように、中間層が 1層で出力
層のユニット数が 1の順伝播型ニューラルネットワー
クの構造を持っている。説明変数を入力層に与えるこ
とで、出力層からガイダンスの予測値が得られる。図
2.6.9のように中間層が 1層のニューラルネットワーク
を、本稿では（入力層 1層と出力層 1層を合わせて）3

層ニューラルネットワーク 6 と呼ぶ。
ここまで見てきたように、ニューラルネットワーク
には主に 3つの構成があり、中間層の層数やユニット
の数、出力ユニットの数などに自由度があるが、本節
では気象庁のガイダンスに用いられている、中間層が
1層の順伝播型ニューラルネットワークを中心に解説
する。

2.6.5 順方向の計算
前節で見たように、順伝播型ニューラルネットワー
クでは、入力層に与えられた信号は出力層に向かって

6 ユニットとしての重なりは 2層であるため、2層ニューラ
ルネットワークと呼ぶ文献もある。

51



���
(�)

���
(�)

���
(�)

��

��	
(�)


(�)


(�)

中間層⼊⼒層 出⼒層

Σ → 


Σ → 


Σ → 


Σ → �

���
(�)

���
(�)

���
(�)

��
(�)

���
(�)

���
(�)

���
(�)

��	
(�)

⋮ ⋮

図 2.6.10 出力が 1ユニットの 3層順伝播型ニューラルネッ
トワーク

一方向（順方向）に伝播して何らかの値を出力する。以
下では 3層ニューラルネットワークについて、出力層
のユニット数が 1個の場合とM 個の場合の順方向の
計算を行う。本節と次節では、3層の順伝播型ニューラ
ルネットワークについて述べるため、記述を簡略化す
るためにこれを単にニューラルネットワークと呼ぶ。

(1) 出力が 1ユニットの場合
図 2.6.10に、気象庁のガイダンスで用いられている

ものと同じ、出力が 1ユニットのニューラルネットワー
クの構成を示す。今、N 個の学習データが与えられて
おり、その中の n番目の入力データに対する出力値を
求めることを考える。ここでは係数wは何らかの方法
で既に与えられているものとする。入力層から中間層
への計算は以下の通りである。

ϕ
(1)
nl =

K∑
k=0

x
(1)
nkw

(1)
kl (2.6.11)

x
(2)
nl = f

(
ϕ
(1)
nl

)
(2.6.12)

ここで、x(1)nk は図に示したように 1番目の層、すなわ
ち入力層から中間層への入力値で、x(1)n0 = 1である。
w

(1)
kl は入力層からの入力データに対応する中間層の l

番目のユニットの係数、x(2)nl は中間層の l番目のユニッ
トからの出力値で、f は中間層の活性化関数を表す。中
間層の活性化関数は、気象庁のガイダンスではロジス
ティック関数が用いられているが、ディープニューラル
ネットワークでは ReLU関数がよく用いられている。
中間層から出力層への計算は以下の通りである。

ϕ(2)n =
L∑

l=0

x
(2)
nl w

(2)
l (2.6.13)

pn = g
(
ϕ(2)n

)
(2.6.14)

出力層の活性化関数 gは、目的変数に応じて決めるこ
とになる。基本的には、目的変数が連続値（回帰）の
場合には恒等関数を、2値分類（確率予測）の場合に
はロジスティック関数が用いられる。
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図 2.6.11 出力がMユニットの 3層順伝播型ニューラルネッ
トワーク

(2) 出力が複数ユニットの場合
図 2.6.11に、出力層のユニットがM 個ある場合の
ニューラルネットワークの構成を示す。出力が複数ユ
ニットのネットワークは 2018年現在の気象庁のガイダ
ンスでは用いられていないが、手書き文字判別などの
多クラス分類問題に適用できるため、ニューラルネッ
トワークでは頻繁に用いられている。多クラス分類は、
天気カテゴリーの判別や降水量の階級判別などガイダ
ンスにも応用できるため、ここで出力層のユニットが
多数ある場合の順方向の計算についても書いておく。
入力層から中間層への計算は (2.6.11) 式および

(2.6.12)式と全く同じである。中間層から出力層への
計算は以下の通りである。

ϕ(2)nm =
L∑

l=0

x
(2)
nl w

(2)
lm (2.6.15)

pnm = g
(
ϕ(2)nm

)
(2.6.16)

ここでmは出力層のユニット番号である。出力層の活
性化関数には次のソフトマックス関数が用いられる。

g
(
ϕ(2)nm

)
=

eϕ
(2)
nm∑M

i=1 e
ϕ
(2)
ni

(2.6.17)

ソフトマックス関数は 0 ∼ 1の値をとり、全てのクラス
について和をとると 1になるため、それぞれのクラス
に分類される確率を表すと解釈できる。複数のクラス
から一つのクラスを選ぶ場合には最も確率の高いクラ
スを選択すれば良い。ただし単に確率の高いクラスを
選ぶだけならば (2.6.17)式を計算する必要はなく、最
も大きい ϕ

(2)
nmを選択するだけで良い。ソフトマックス

関数によって求められた確率値は、次節の係数学習時
に誤差関数を求める際に利用される。
実用上の問題として、ϕ(2)nm が大きくなると eϕ

(2)
nm の

計算がオーバーフローする場合がある。このような場
合の対策として、ϕ(2)ni の中の最大値を αnとしたとき、
(2.6.17)式の分母分子に予め e−αnを掛けておけばよい。

g
(
ϕ(2)nm

)
=

eϕ
(2)
nm−αn∑M

i=1 e
ϕ
(2)
ni −αn

(2.6.18)
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中間層の層数が 2層以上ある場合も、層の数に応じ
てここまでに述べた計算を繰り返していくだけで順方
向の計算を行うことができる。

2.6.6 係数の学習
第 2.6.3項で述べた誤り訂正学習法では、線形分離

可能な場合しか適切に学習することはできなかったが、
第 2.3.10項で述べた最急降下法や確率的勾配降下法を
用いることで、線形分離不可能な場合でも学習によっ
て適切な係数を求めることが可能になる。
ニューラルネットワークでは (2.3.53)式∼(2.3.55)式

を用いることで一括学習、ミニバッチ学習、逐次学習
のいずれも可能である。一括学習の場合は全ての学習
データを用いて学習し、ミニバッチ学習の場合はラン
ダムに選んだ 1つまたは複数のサンプルに対して学習
する。逐次学習では新しいデータを入手する度にその
データを用いて学習する。いずれの学習方法でも、係
数の初期値にはランダムな値を与えることが多い（第
2.6.8項 (3)も参照）。一括学習とミニバッチ学習の場合
は、学習データに対して多数回の係数更新ステップ 7を
繰り返して係数を決定する。ガイダンスに用いられて
いるニューラルネットワークの逐次学習の場合は、運
用時には前回の係数を 1ステップだけ更新するが、運
用開始前にミニバッチ学習などを用いて多数回の繰り
返し学習を行い、学習期間のデータに対して事前に係
数を最適化している。
一括学習を用いた場合、1ステップの係数更新を行

うためには全ての学習データで算出した誤差関数 En

に対して wk での微分を求める必要があるため計算に
時間が掛かるが、ミニバッチ学習では、ランダムに選
択された一部の学習データに対して微分を計算すれば
良いため、計算量が少なくなるというメリットがある。
またミニバッチ学習を用いた場合には、選ばれたサン
プルに応じて誤差関数の勾配の方向が変わるため、大
域的な極小解が得られやすい (Keskar et al. 2017)とい
う特徴がある。これにより一括学習を用いた場合と比
べて過学習が抑制され予測精度（汎化能力）が高くな
る傾向がある。このような理由により、近年のニュー
ラルネットワークでは一括学習に代わってミニバッチ
学習が用いられることが多く、降雪量地点ガイダンス
でもミニバッチ学習が用いられている。
(2.3.54)式で示したように、ミニバッチ学習では係

数を以下のようにして決定する。

w
(s+1)
k = w

(s)
k − η

∑
n∈D

∂En

∂wk

∣∣∣∣
w=w(s)

(2.6.19)

ここで、ηは学習率、Enは n番目の学習データに対す
る誤差関数、DはN 個の学習データの中からランダム
に選ばれたサンプルを表す。選ばれたサンプルの数を
バッチサイズと呼ぶ。ミニバッチ学習ではサンプルの
7 繰り返し回数のことをエポック数とも呼ぶ

選び方に自由度があるが、通常はバッチサイズを固定
して、ステップごとに選択するサンプルを変える。適
切なバッチサイズを事前に知ることはできないが、多
すぎるとサンプルによる勾配のばらつきが小さくなっ
てしまうため、ミニバッチ学習の良さが失われてしま
う。バッチサイズとしては 10∼100程度にすることが
多い (岡谷 2015)。降雪量地点ガイダンスの場合は数
100程度の学習データに対してバッチサイズを 10とし
ている。
ミニバッチ学習を用いる場合、バッチサイズはパラ
メータであり、適切な値に設定するために、バッチサ
イズを変えた実験を何度か繰り返すことになる。この
とき、トータルの誤差関数 E =

∑
n∈D Enはバッチサ

イズに比例して大きくなる。なぜならば En は常に正
なので、サンプルごとの誤差が同程度だとすれば、バッ
チサイズに比例してトータルの誤差関数は大きくなる
からである。このため η を固定した場合、(2.6.19)式
での係数の 1回の更新幅が設定したサンプル数に比例
して変化してしまう。そこで、各誤差関数をバッチサ
イズND で割った値として定義しておけば、バッチサ
イズを変える度に ηを調整する必要がなくなる。これ
に加えて、開発の過程の中で、一括学習、ミニバッチ
学習、逐次学習を使い分けながら最もよい手法を選択
する、ということも考慮すれば、学習方法によらず 1

回の学習に利用するデータ数（以下、本項では学習方
法に関わらずこれをN と表記する）で割った値を En

と定義しておけば、その都度誤差関数の定義を変える
必要がないため便利である。
Enの具体的な表現は出力層の活性化関数に応じて設
定する。活性化関数が線形関数や恒等関数の場合（回
帰の場合）は二乗誤差が用いられる。

En =
1

2N
(pn − yn)

2
(2.6.20)

活性化関数がロジスティック関数の場合（確率予測の
場合）は上記の二乗誤差または負の対数尤度が用いら
れる。

En = − 1

N
[yn ln pn + (1− yn) ln(1− pn)] (2.6.21)

2018年現在の気象庁のガイダンスでは二乗誤差を用い
ているが、近年のニューラルネットワークでは負の対
数尤度がよく用いられている。活性化関数がソフトマッ
クス関数の場合（多クラス分類の場合）は交差エント
ロピーが用いられる。

En = − 1

N

M∑
m=1

ynm ln pnm (2.6.22)

ここで ynm の m 列成分は M 個の中の 1 つだけが 1

で残りは全て 0 のベクトル（one-hot ベクトル）で、∑M
m=1 ynm = 1が成り立つ。また、各クラスに分類さ

れる確率の和は 1であることから、
∑M

m=1 pnm = 1が
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図 2.6.12 評価層を加えた出力が 1ユニットの 3層順伝播型
ニューラルネットワーク

成り立つ。M = 2、すなわち 2クラス分類の場合には、
交差エントロピーは (2.6.21)式と一致する。
一括学習、ミニバッチ学習、逐次学習のいずれを利

用する場合でも、∂En/∂wkを求める必要がある。以下
では数値微分と誤差逆伝播法という ∂En/∂wk を求め
る 2つの手法について述べる。

(1) 数値微分による勾配計算
誤差関数の wk 方向の勾配を求める方法として、最

も単純には、wk を∆wk だけ変化させて順方向の計算
を行い、Enの変化量∆Enを求めれば良いだろう。た
だしニューラルネットワークの出力はwkに対して非線
形なので中心差分を取ることにする。wk → wk +∆wk

としたとき、En → En +∆E+
n、wk → wk −∆wk と

したとき、En → En +∆E−
n であるとすれば、

∂En

∂wk
≃ ∆E+

n −∆E−
n

2∆wk
(2.6.23)

となる。これを全ての wk に対して行うことで係数を
更新できる。この方法を数値微分と呼ぶ。
数値微分による学習は単純だが、1つの係数を 1ス

テップ更新する度に順方向の計算を 2回行う必要があ
るため、全体の学習に掛かる時間は係数の数に比例し
て長くなってしまう。ニューラルネットワークは他の統
計手法と比べて学習に掛かる時間が長い上に、第 2.6.1

項でも述べたように調整すべきパラメータが多く、最
適なパラメータを得るために何度も繰り返して学習す
る必要がある。このため 1ステップの係数更新に掛か
る時間を短くすることは開発を効率的に行う上で非常
に重要である。勾配計算を高速に行う方法が次に述べ
る誤差逆伝播法 (Rumelhart et al. 1986)である。

(2) 誤差逆伝播法による勾配計算
ここでは気象庁のガイダンスに用いられている、中

間 1層、出力 1ユニットの場合の誤差逆伝播法につい
て述べる。出力が多ユニットの場合や中間層が 2層以
上ある場合もここで述べる方法を拡張することで容易
に計算できる。誤差逆伝播法の流れを把握するために、
図 2.6.12のように図 2.6.10のネットワークに評価層を

表 2.6.4 出力層の活性化関数と用いられる誤差関数
誤差関数 出力層の活性化関数

① 二乗誤差 線形関数（恒等関数）
② 二乗誤差 ロジスティック関数
③ 負の対数尤度 ロジスティック関数

追加し、評価層ではニューラルネットワークの出力と
教師データから関数 hにより誤差関数 En を出力する
と考える。
係数更新のために最終的に求めたい値は Enの w方
向の勾配 ∂En/∂w

(1)
kl と ∂En/∂w

(2)
l だが、まずは pn方

向の勾配 ∂En/∂pnを計算する。出力層が 1ユニットの
場合、活性化関数は線形関数（恒等関数を含む）かロジ
スティック関数である。この場合の誤差関数は (2.6.20)

式か (2.6.21)式である。よって ∂En/∂pnは、誤差関数
が二乗誤差の場合は

∂En

∂pn
=

1

N
(pn − yn) (2.6.24)

誤差関数が負の対数尤度の場合は

∂En

∂pn
=

1

N

pn − yn
pn(1− pn)

(2.6.25)

となる。このことは、教師データ ynが与えられれば、
順方向の計算時に得られた出力値（すなわち既知の値）
pn を用いることで容易に ∂En/∂pn が算出できること
を表している。
続いてw

(2)
l 方向のEnの勾配を計算する。pnはw

(2)
l

の関数であるから、合成関数の微分の連鎖公式により、

∂En

∂w
(2)
l

=
∂En

∂pn

∂pn

∂ϕ
(2)
n

∂ϕ
(2)
n

∂w
(2)
l

(2.6.26)

と書ける。∂En/∂pnは既に求めてあるので残りの部分
を求める。∂pn/∂ϕ

(2)
n は、出力層の活性化関数が線形

関数 pn = aϕ
(2)
n + bの場合は

∂pn

∂ϕ
(2)
n

= a (2.6.27)

ロジスティック関数の場合は

∂pn

∂ϕ
(2)
n

= pn(1− pn) (2.6.28)

となる。また ∂ϕ
(2)
n /∂w

(2)
l は、ϕ(2)n =

∑L
l=0 x

(2)
nl w

(2)
l

より、

∂ϕ
(2)
n

∂w
(2)
l

= x
(2)
nl (2.6.29)

となる。以上を組み合わせることで ∂En/∂w
(2)
l が計算

できる。以後の計算でも出力層の活性化関数と誤差関
数の組み合わせにより計算式が異なるので、組み合わ
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せを表 2.6.4にまとめておく。それぞれの組み合わせに
ついて誤差関数の勾配を計算すると、①の場合は、

∂En

∂w
(2)
l

=
a

N
(pn − yn)x

(2)
nl (2.6.30)

②の場合は、

∂En

∂w
(2)
l

=
1

N
(pn − yn)pn(1− pn)x

(2)
nl (2.6.31)

③の場合は、

∂En

∂w
(2)
l

=
1

N
(pn − yn)x

(2)
nl (2.6.32)

となる。出力層の活性化関数がロジスティック関数の場
合、誤差関数に負の対数尤度を用いると、(2.6.32)式の
ように (2.6.30)式と同型になってシンプルに書けるた
め、近年のニューラルネットワークでは③の組み合わ
せが用いられている。w方向の誤差関数の微分を求め
る際に、∂En/∂pn を求め、続いて ∂pn/∂ϕ

(2)
n を求め、

· · ·、というように、図 2.6.12で見た場合に順方向の計
算方向とは逆向きに誤差の微分を計算することから、
この方法を誤差逆伝播法という。
(2.6.30)式∼(2.6.32)式の計算に必要な変数は pn, yn,

x
(2)
nl であるが、ynは教師データとして、x

(2)
nl は説明変

数として与えられている値であり、pnは順方向の計算
を 1回行えば求められる値である。数値微分で勾配を
求める場合には係数の数に比例して順方向の計算を行
う必要があったが、誤差逆伝播法の場合には順方向の計
算を 1回行うだけで全ての係数について勾配が求まる。
さらにいえば、(2.6.26)式のうち ∂En/∂pn ·∂pn/∂ϕ(2)n

は全てのw
(2)
l について共通であるから、1つのw

(2)
l に

ついて計算した結果を保持しておけばこの部分を毎回
計算する必要もなくなる。このため誤差逆伝播法を用
いれば勾配計算を高速に行うことができる。
次に ∂En/∂w

(1)
kl を求める。合成関数の微分より、

∂En

∂w
(1)
kl

=
∂En

∂pn

∂pn

∂ϕ
(2)
n

∂ϕ
(2)
n

∂x
(2)
nl

∂x
(2)
nl

∂ϕ
(1)
nl

∂ϕ
(1)
nl

∂w
(1)
kl

(2.6.33)

と書ける。ここでは出力 1ユニットの場合のみ扱うが、
出力層のユニットが複数ある場合には、合成関数の微
分は

∂En

∂w
(1)
kl

=
M∑

m=1

∂En

∂pnm

∂pnm

∂ϕ
(2)
nm

∂ϕ
(2)
nm

∂x
(2)
nl

∂x
(2)
nl

∂ϕ
(1)
nl

∂ϕ
(1)
nl

∂w
(1)
kl

(2.6.34)

のように和をとる必要があることに注意する。(2.6.33)

式の右辺の初めの 2 つは (2.6.24) 式 ∼(2.6.28) 式で
既に求めてあるので残りの 3 つを計算する。ϕ(2)n =∑L

l=0 x
(2)
nl w

(2)
l および ϕ

(1)
nl =

∑K
k=0 x

(1)
nkw

(1)
kl である

ことと、中間層の活性化関数がロジスティック関数
x
(2)
nl = (1 + e−ϕ

(1)
nl )−1 であるならば、

∂ϕ
(2)
n

∂x
(2)
nl

= w
(2)
l (2.6.35)

∂x
(2)
nl

∂ϕ
(1)
nl

= x
(2)
nl

(
1− x

(2)
nl

)
(2.6.36)

∂ϕ
(1)
nl

∂w
(1)
kl

= x
(1)
nk (2.6.37)

となる。これらを合わせると、①と③の場合（③の場
合は a = 1と見る）は、

∂En

∂w
(1)
kl

=
a

N
(pn − yn)w

(2)
l x

(2)
nl

(
1− x

(2)
nl

)
x
(1)
nk

(2.6.38)

②の場合は、

∂En

∂w
(1)
kl

=
1

N
(pn−yn)pn(1−pn)w(2)

l x
(2)
nl

(
1− x

(2)
nl

)
x
(1)
nk

(2.6.39)

となる。以上で中間 1層、出力 1ユニットの場合の勾
配を誤差逆伝播法で求めることができた。
誤差逆伝播法を利用することの最大の利点は、前述
のとおり勾配計算を高速で行うことができることであ
る。一方で、誤差逆伝播法では各ユニットでの入出力
に対する局所的な勾配を掛け合わせることで誤差関数
の勾配を求めているため、数値微分が順方向の計算に
基づく非線形演算であるのに対して、誤差逆伝播法は
線形演算 8 となっている。このことは、誤差関数の情
報が逆向きに伝播していく過程で、どこかのユニット
で勾配が 0または∞に近づいたとすると、そのユニッ
トにつながる全ての係数の勾配が 0または∞になって
しまうことを意味する。活性化関数にロジスティック
関数などのシグモイド型の関数を用いている場合、入
力値が 0から遠ざかると勾配が急速に 0に近くなるこ
とから、このようなことは容易に起こりうる。勾配が
0に近づくと係数の更新速度が非常に遅くなってしま
い計算効率が悪くなり、∞に近づくと係数の更新が非
常に不安定になってしまう。これを勾配消失問題とい
う。ニューラルネットワークの階層を深くすると、そ
の分だけ微分を掛け合わせる数が多くなるため、勾配
消失問題が起きやすくなる。このことが第 2次ニュー
ラルネットワークブームを終焉させた理由の一つ 9 で
8 数値微分では w の変化量を 2倍にしても誤差関数は 2倍
にはならないが、誤差逆伝播法では誤差関数が 2倍になれば
w 方向の勾配も 2倍になる。
9 ニューラルネットワークでは係数以外のパラメータ（学習
率やユニットの数、層の数など）が多く、これらを適切に決定
する方法が見つかっていなかったことや、これらのパラメー
タを設定するコストの割に第 2.10節で述べるサポートベク
ターマシンやランダムフォレストなどの手法と比べて精度が
高くなかったことも理由の一つ。
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図 2.6.13 学習回数を変化させたときの学習データと予測
データそれぞれに対する誤差の変化

あり、勾配消失問題を回避する様々な手法が開発され
てネットワークの階層を深くすることが可能になった
ことが第 3次ニューラルネットワークブームを生み出
した一つの要因となっている（岡谷 (2015)など）。

2.6.7 過学習とその対策
ニューラルネットワークでの係数の学習は最急降下

法や確率的勾配降下法を用いて行うため、誤差関数の
最小値を探索するために係数更新ステップを多数回繰
り返して行うことになる。このとき、繰り返し回数が
少ないと学習が十分に進まず誤差が大きくなる（アン
ダーフィッティング）ためある程度以上の繰り返し計算
が必要になるが、繰り返し回数が多すぎると学習デー
タに対する誤差は小さくなる一方で、未知データに対
する誤差は大きくなってしまう。これを過学習（オー
バーフィッティング）という（図 2.6.13）。
学習データの数に対してネットワークの自由度（ユ

ニット数など）が多すぎる場合、ネットワークの表現
能力が高過ぎるために繰り返し回数を多くすると学習
データに適合しすぎて過学習が生じる。このため過学
習対策としては、過学習の状態になる前に繰り返し学習
を止める方法と、ネットワークの自由度を減らす方法の
2つが考えられる。前者の方法として早期終了 (Early

Stopping)が、後者の方法として正則化とドロップアウ
トがある。これらは組み合わせて用いることもできる。
早期終了は、学習データを係数学習用と検証用に分

け、検証用データに対して誤差が増加し始めたところで
学習を終了する手法である。早期終了は簡単な方法で
予測データに対する誤差を評価できる一方、学習デー
タの中から検証用のデータを用意する必要があるため、
学習用のサンプルが減るという問題がある。学習デー
タが少ない場合には交差検証を用いる方法もある。
正則化では誤差関数に係数の大きさに応じたペナル

ティー項を加えることで過学習を抑制する。すなわち、

En → En +
λ

Nβ

∑
j,k,l

∣∣∣w(j)
kl

∣∣∣β (2.6.40)

とする。線形重回帰（第 2.4.6項）などと同様に、β = 1

全結合のネットワーク

確率pでユニットを残す

消去したユニット

一部ユニットを消去したネットワーク

図 2.6.14 ドロップアウトの概念図

ならば L1正則化、β = 2ならば L2正則化などとなる。
ネットワークの自由度が高すぎて過学習を起こすと
いうのであれば、自由度（ユニット数）を減らせば良い
だろうというのがドロップアウト (Hinton et al. 2012;

Srivastava et al. 2014)の考え方である。ドロップアウ
トでは、学習時の係数更新ステップ毎にユニットの一
部をランダムに消去する 10（図 2.6.14）。消去された
ユニットからは、順方向・逆方向とも情報は伝達され
ない。ユニットを残す割合 pは入力層と中間層で異な
る値を用いても良い。ドロップアウトを用いて学習し
た場合でも、予測時には全てのユニットを用いる。た
だし、学習時に確率 pでユニットを残したことにより
各ユニットの寄与量（または係数の大きさ）が平均的
に 1/p倍になっていることから、これを戻すために各
係数には pを掛けた値を用いる。
ドロップアウトにおいて、ユニットをランダムに消
去することは、ネットワークの自由度を強制的に減ら
しているという意味のほかに、様々なネットワークで学
習した結果をアンサンブル平均しているという意味も
ある。複数の手法で予測した結果を平均すると予測精
度が高くなる場合が多いが、複数の手法やネットワー
クで学習・予測することは計算コストや維持コストが
掛かってしまう。ドロップアウトはこれと比べると十
分に低コストで実装できる。

2.6.8 学習のテクニック
線形重回帰やロジスティック回帰、カルマンフィルタ
などの統計手法と比べ、ニューラルネットワークには
ユニット数・学習率・正則化係数などの開発者が設定し
なければならないパラメータが多く、適切な値を見つ
けるためには学習と検証を何度も繰り返す必要がある。
また、係数の数が多く、係数空間上の誤差関数が複雑
であるため、パラメータの設定によっては学習に時間
が掛かったり最小値探索が失敗したりする場合もある。
よってニューラルネットワークを用いた開発を効率的
に進めるためには学習を効率的に行う必要があり、そ
のための様々なテクニックが開発されている。ここで
はその中からよく用いられている手法を紹介する。

10 どのユニットを消去するかは確率的に決まるため、場合に
よってはある層の全てのユニットが消去されることもある。
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図 2.6.15 学習率の大きさと最小値探索の概念図

(1) 学習率に関する手法
ニューラルネットワークの係数の学習に最急降下法

や確率的勾配降下法を用いる場合、学習率 ηが小さす
ぎると学習に時間が掛かりすぎたり、極小値にトラッ
プされたり、鞍部から抜け出すのに時間が掛かったり
し、逆に大きすぎると最小値付近で振動して最小値を
見つけられなかったりする（図 2.6.15）。このため学習
率を適切に設定することは重要であるが、ニューラル
ネットワークの誤差関数は一般に複雑な形をしている
ため、固定の学習率を用いることには限界がある。特
に図 2.6.16のように、wのある成分に対して誤差関数
が緩やかに変化する場合、単純な最急降下法ではそれ
に直行する方向に振動してしまい学習効率が悪くなる。
ただし最小値付近で振動しているのであれば、最小値
から多少離れた場所で計算を終了したとしても最小値
と比べて誤差は同程度であるだろうから、予測精度に
は大きな違いはないかもしれない。しかし誤差関数が
緩やかな鞍部になっている場合には、誤差の変化が小
さいことから最小値に達したと判断し学習を止めてし
まうと、本来の最小値から離れた係数を採用すること
になり、予測精度を低下させる原因となる。ネットワー
クのサイズが大きくなるほどこのような鞍部は多くな
り、鞍部からいかにして抜け出すかということの方が
重要になってくる (Dauphin et al. 2014)。
固定値ではない学習率を用いる方法として、初めは

大きな学習率を使用し、学習が進むとともに小さくす
るという方法がある。例えば次のようにする。

η = η0 − α s (2.6.41)

ここで η0は ηの初期値、sは学習のステップで、αは
正のパラメータである。このほかにも、初めは η = η0
としておいて、ある程度学習が進んだと判断した時点
で η = 0.1η0 などとする方法もある。
より高度な方法として、モメンタム (Rumelhart et al.

1986)やAdaGrad (Duchi et al. 2011)などの方法もよ
く用いられる。モメンタムでは、前ステップとの係数
の差を ∆w(s) ≡ w(s) − w(s−1) として、各ステップの

w1
w2

E

図 2.6.16 誤差関数が一つの方向に緩やかに変化する例

更新に慣性項 α∆w(s) を加える。

w(s+1) = w(s) − η
∂E

∂w

∣∣∣∣
w=w(s)

+ α∆w(s) (2.6.42)

ここで αは正のパラメータで、0.5 ∼ 0.9程度の値を設
定する。慣性項は、wがある方向に振動している場合
には振動を抑制し、一定方向に進んでいる場合には速
度を増加させるように働くことで収束を早める。
AdaGradでは係数更新を次のように行う。

w
(s+1)
k = w

(s)
k − η√

h
(s)
k

∂E

∂wk

∣∣∣∣
w=w(s)

(2.6.43)

h
(s)
k =

s∑
t=0

(
∂E

∂wk

)2
∣∣∣∣∣
w=w(t)

(2.6.44)

ここで h
(s)
k はステップ 0から sまでの wk 方向の勾配

の二乗和であり、h(s)k が大きくなるほどwkの更新速度
が遅くなっていく。例えば勾配がwk方向には急であっ
た場合、h(s)k は急速に大きくなるため、wkの更新速度
はすぐに遅くなる。逆に勾配が wk 方向には緩やかで
あったとすると、h(s)k は小さな値のままになり、更新
速度が大きい状態が維持される。AdaGradは w のそ
れぞれの方向について個別に更新速度が調整される。
ほかにも AdaGrad を改良した AdaDelta (Zeiler

2012)や、AdaGradとモメンタムを組み合わせたAdam

(Kingma and Ba 2015)など様々な手法が提案されて
いる。AdaGrad, AdaDelta, Adamは最急降下法やモ
メンタムと比べて鞍部から効率的に抜け出すことがで
きるため、特に近年のディープニューラルネットワー
クで良く利用されている。基本的には単純な最急降下
法を用いるよりもモメンタムや AdaGradなどを用い
た方が収束が早くなるが、常に最適な手法は存在せず、
状況に応じて使い分けることになる。2018年現在の気
象庁のガイダンスではモメンタムを用いているものが
多い。

(2) 説明変数の標準化
第 2.3.10項でも述べたが、ニューラルネットワーク
においても説明変数のオーダーに大きな差があると係
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図 2.6.17 係数の初期値を用いて計算された中間層の各ユ
ニットへの加重和（図中の丸）とそのユニットからの出力
値の模式図（活性化関数がロジスティック関数の場合）。

数の学習効率が悪くなる。ニューラルネットワークで
は係数の初期値は乱数で与えることが多いのだが、同
じオーダーの乱数を初期値に与えた場合、説明変数の
オーダーに大きな差があると加重和 ϕ =

∑K
k=0 xkwk

を取ったときにオーダーの大きな説明変数だけが強調
されてしまうため、大きなオーダーの説明変数を打ち
消すような適切な係数に収束するまでに時間が掛かっ
てしまう。このような理由から説明変数のオーダーに差
がある場合には、学習期間の平均と標準偏差を用いて
説明変数を標準化するか、最大・最小値を用いて 0 ∼ 1

の値に変換しておく。

(3) 係数の初期値
ニューラルネットワークでは、係数の初期値は

N(0, σ2)に従う乱数などで与える。これは初期値に揺
らぎを与えずに完全に同じ値から学習を開始すると、
中間層の各ユニットから次の層への出力は常に全て同
じ値となり、中間層に複数のユニットを配置する意味
がなくなるからである。よって係数の初期値にはある
程度の揺らぎ（分散 σ2）を与える必要があるのだが、
σ2の与え方によって学習効率が変わってしまう。σ2が
小さすぎると全ての係数の初期値がw0 ≃ 0となり、ど
のような組み合わせで説明変数が与えられたとしても、
加重和はほとんど 0 になってしまう（図 2.6.17(a)）。
これは係数の初期値に揺らぎを全く与えない場合に近
く、学習がほとんど進まなくなってしまう。一方で σ2

が大きすぎると、中間層への入力の加重和が 0から大
きく離れた値を取る可能性が高くなる（図 2.6.17(c)）。
この時、図のように活性化関数にロジスティック関数
などのシグモイド型の関数を用いていると、中間層か
らの出力が 0または 1に近い値に固定されてしまい、
活性化関数の傾きが小さくなるため、誤差逆伝播法で
の学習が進まなくなってしまう（勾配消失問題が起き
る）。以上のことから、図 2.6.17(b)のように、中間層
への入力の加重和がちょうど良い分散を持つように w

の初期値の分散 σ2 を決めれば良いといえる。
Glorot and Bengio (2010)は、活性化関数 f が対称

でかつ 0での微分係数が 1、すなわち f ′(0) = 1の場合
に、係数の初期値の分散を σ2 = 1/M にする手法を示
した。ここでM は前の層のユニット数である。この初
期化方法はXavierの初期値と呼ばれ、ディープニュー
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図 2.6.18 バッチ標準化を活性化関数の前に行う場合の模式
図。バッチ標準化の演算を BNで表す。

ラルネットワークで広く利用されている。
He et al. (2015) は、活性化関数が非対称な ReLU

関数の場合には係数の初期値の分散を σ2 = 2/M とす
ることを提案し、ReLU関数の場合にXavierの初期値
を用いた場合と比べて学習が速く進むことと、ネット
ワークを深くした場合にXavierの初期値と比べて係数
の収束性が良いことを示した 11。He et al. (2015)によ
る初期化の手法は Heの初期値と呼ばれている。
Kumar (2017)は Xavierの初期値を 0で微分可能な
活性化関数に拡張し、中間層のユニット数が多い場合、
活性化関数を 1次の微分までで近似することで、

σ2 =
1

Mf ′(0)2 (1 + f(0)2)
(2.6.45)

とする手法を示した（この式の導出は付録 2.6.Aに示
す）。これを用いると、例えば 0での微分係数が 1に
なる双曲線正接関数では σ2 = 1/M となり Xavierの
初期値と一致することが確かめられる。また、ロジス
ティック関数の場合には f(0) = 0.5, f ′(0) = 0.25より、
σ2 = 64/(5M)となる。Kumar (2017)は活性化関数に
ロジスティック関数を用いた 10層のニューラルネット
ワークで画像識別を行い、(2.6.45)式を用いることで
Xavierの初期値を利用した場合と比べて非常に速く学
習が進むことを示している。

(4) バッチ標準化
中間層からの出力値の分散が大きすぎたり小さすぎ
たりすることが問題、というのであれば、いつでも適切
な分散になるように強制的に変換してやればよいだろ
う、というアイディアがバッチ標準化 (Batch Normal-

ization, Ioffe and Szegedy 2015) である。バッチ標準
化の演算は中間層の活性化関数の前か後に行う。中間
層のユニットを演算の役割ごとに分割すると図 2.6.18

のようになる。図でBNはバッチ標準化の演算を表す。
バッチ標準化ではミニバッチ学習を行うことを前提
としている。ミニバッチ学習による 1ステップの係数

11 22層と 30層のネットワークで比較し、Xavierの初期値で
は 22層では収束するが、30層では収束しない一方、彼らの
初期化を用いた場合には 30層のネットワークでも収束する
ことを示した。
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更新を考えた場合、ミニバッチの中にはND 個のサン
プルが存在する。それぞれのサンプルに対して順方向
の計算を行うことで、ND 個の中間層への入力の加重
和 ϕ(1)が得られることになる。これらの加重和の標本

平均 ϕ̄
(1)
l と標本分散 s

(1)
l

2
はそれぞれ

ϕ̄
(1)
l =

1

ND

ND∑
n=1

ϕ
(1)
nl (2.6.46)

s
(1)
l

2
=

1

ND

ND∑
n=1

(
ϕ
(1)
nl − ϕ̄

(1)
l

)2
(2.6.47)

である。バッチ標準化では各加重和を

ϕ̂
(1)
nl =

ϕ
(1)
nl − ϕ̄

(1)
l√

s
(1)
l

2
+ ϵ

(2.6.48)

として標準化した後に、

ψ
(1)
nl = γ(1)ϕ̂

(1)
nl + β(1) (2.6.49)

と変換する。ここで ϵはゼロ割を防ぐための小さな数
で、β(1)とγ(1)は β(1) = 0, γ(1) = 1を初期値としてお
いて、誤差逆伝播法で学習させる係数である。同様の
演算を全ての中間層に対して行う。バッチ標準化を用
いることで、学習率を大きくできて学習に掛かる時間
を短縮できる、係数の初期値のことを細かく考えなく
てもよい、過学習が抑制できる、という優れた効果が
あり、精度向上に大きく寄与することから 2018年現在
では広く利用されている。

2.6.9 まとめと利用上の注意点
本節では気象庁のガイダンスに利用されている出力

1ユニットの 3層順伝播型ニューラルネットワークを中
心に、ニューラルネットワークでの予測値の計算、係
数の学習方法、過学習への対策や学習のテクニックに
ついて述べた。
ニューラルネットワークと線形重回帰やロジスティッ

ク回帰の大きな違いは、ニューラルネットワークは目
的変数と説明変数が非線形関係を持つ場合にも適用で
きることと、係数を決定する上での仮定（制約）がな
いことが挙げられる 12。ニューラルネットワークでは、
線形重回帰やロジスティック回帰では注意しなければ
ならなかった目的変数や説明変数の多重共線性や線形
性、等分散性などを考慮する必要はない。ただし学習
効率の観点から、第 2.6.8項の (2)で述べたように説明
変数を標準化する必要はある。また、予測対象が連続
値（回帰）か 2クラス分類（確率予測）か多クラス分
類かなど、問題に応じてネットワークや活性化関数を
設定する必要がある。

12 ディープニューラルネットワークでは特徴量（顔の輪郭や
目の形など）を自動的に学習することも特徴の一つに挙げら
れる。

ニューラルネットワークは適用範囲が広い反面、他
の統計手法と比べて開発者が設定しなければならない
パラメータが多く、かつ適切に設定しないと学習がう
まく進まないことや、学習に時間が掛かるという問題
がある。このため、学習を効率的に行うことがガイダ
ンスの精度を向上させる上で重要なポイントとなる。
また、線形重回帰やロジスティック回帰、および次節
で述べるカルマンフィルタと比べて、予測の根拠（ど
の説明変数がどれくらい寄与しているか、異常な値が
予測された場合に何が原因だったのかなど）を理解す
ることが困難であるという問題がある。このため、ガ
イダンスを開発・運用するに当たっては、中間層から
の出力値およびその分布、各ユニットの重み係数、説
明変数を変化させた場合の予測値などをモニターする
ことも重要である。
中間層のユニット数や学習率、正則化の係数など、
パラメータを調整する際には、学習データを係数学習
用のデータとパラメータ調整の評価用データに分けて、
評価用データに対して精度が高くなるようにパラメー
タを調整する（パラメータ調整の評価に検証用データ
を用いてはならない）。よって、パラメータの調整も
含めてニューラルネットワークを用いたガイダンスを
開発する場合には、用意したデータを係数学習用デー
タ、パラメータ調整の評価用データ、予測精度検証用
のデータに分割して使用することになる。分割するこ
とでサンプル数が少なくなる場合には交差検証の利用
を検討する。
近年のニューラルネットワークブームにより、有効な
手法が次々と生み出されている。これらの手法はディー
プニューラルネットワークでの利用を目的としたもの
ではあるが、気象庁のガイダンスに利用されている 3

層のニューラルネットワークにも適用可能であるため、
最新の研究の動向を踏まえつつ、有効な手法を適宜導
入するよう検討していきたい。

付録 2.6.A Kumarによる初期値
ここでは Kumar (2017)に基づいて (2.6.45)式を導
出する。全部で L層（入力層を含めると L+ 1層）の
深いネットワークを考える。第 l層のユニット数をM、
第 l + 1層のユニット数を K とすると、第 l + 1層か
らの出力値 x

(l+1)
k は、

x
(l+1)
k = f

(
ϕ
(l)
k

)
(2.6.50)

ϕ
(l)
k =

M∑
m=1

ψ
(l)
mk (2.6.51)

ψ
(l)
mk = x(l)m w

(l)
mk (2.6.52)

と書ける。ここで、係数 wの初期値の分布はN(0, v2)

であるとする。また、入力データは N(0, 1)に標準化
されているものとする。記述の定義として、ϕ(l)m の標
本平均を ϕ̄(l)、標本分散を s(l)

2
と書く。
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1回目の更新ステップを考えた場合、w(l)
mkは x

(l)
m と

独立である。また、1ステップ目の順方向の計算では、
第 l層への入力データ x

(l)
m の期待値と分散はユニット

によらず等しいとする。すなわち、

E
(
x(l)m

)
= µ(l) (2.6.53)

V
(
x(l)m

)
= σ(l)2 (2.6.54)

と書けるものとする。ここで知りたいのは 1回目の更
新ステップで各層への入力データの分散が全て等しい
値 1、つまり、

σ(1)2 ≃ σ(2)2 ≃ · · ·σ(L)2 = 1 (2.6.55)

を満たすような wの初期値の分散 v2 である。w(l)
mk の

期待値が 0であることから、ϕ̄(l) の期待値は、

E
(
ϕ̄(l)
)
= E

(
ϕ
(l)
k

)
= E

(
M∑

m=1

x(l)m w
(l)
mk

)

=
M∑

m=1

E
(
x(l)m

)
E
(
w

(l)
mk

)
= 0 (2.6.56)

となる。また ϕ
(l)
k の分散は、

V
(
ϕ
(l)
k

)
= E

(
ϕ
(l)
k

2)
− E

(
ϕ
(l)
k

)2
=
∑
m,j

E
(
x(l)m w

(l)
mkx

(l)
j w

(l)
jk

)
=
∑
m=j

E
(
x(l)m w

(l)
mkx

(l)
j w

(l)
jk

)

=
M∑

m=1

E
(
x(l)m

2
w

(l)
mk

2)
=

M∑
m=1

E
(
x(l)m

2
)
E
(
w

(l)
mk

2)
(2.6.57)

である。ここで、(2.6.53)式と (2.6.54)式より、

σ(l)2 = V
(
x(l)m

)
= E

(
x(l)m

2
)
− E

(
x(l)m

)2
= E

(
x(l)m

2
)
− µ(l)2 (2.6.58)

である。これと、w の初期値の分散が v2、すなわち
V
(
w

(l)
mk

)
= E

(
w

(l)
mk

2)
= v2 を (2.6.57) 式に代入す

ると、

V
(
ϕ
(l)
k

)
=Mv2

(
σ(l)2 + µ(l)2

)
(2.6.59)

と書ける。ここで、1ステップ目では、w(l)
mkは x

(l)
m と

独立であることから、

E
(
ψ
(l)
mk

)
= E

(
x(l)m

)
E
(
w

(l)
mk

)
= 0 (2.6.60)

かつ、i ̸= j について、

Cov
(
ψ
(l)
mi, ψ

(l)
mj

)

= E
(
ψ
(l)
miψ

(l)
mj

)
− E

(
ψ
(l)
mi

)
E
(
ψ
(l)
mj

)
= E

(
x(l)m w

(l)
mix

(l)
m w

(l)
mj

)
= E

(
x(l)m

)
E
(
w

(l)
mi

)
E
(
x(l)m

)
E
(
w

(l)
mj

)
= 0 (2.6.61)

であることから、ψ(l)
miとψ

(l)
mj (i ̸= j)は互いに独立かつ

同じ確率分布を持つ。よってM が大きい場合には中心
極限定理より、ψ(l)

mk の和である ϕ
(l)
k =

∑M
m=1 ψ

(l)
mk は

正規分布で近似できる。このことは 1ステップ目以外
でも概ね成り立つ。
ここで、活性化関数 f(ϕ)が ϕ = 0で微分可能であ
ると仮定する。(2.6.50)式を 0のまわりでテーラー展
開して ϕの 1次までで近似すると、

x
(l+1)
k ≃ f(0) + f ′(0)ϕ

(l)
k (2.6.62)

であるから、(2.6.56)式より、

E
(
x
(l+1)
k

)
≃ f(0)+f ′(0)E

(
ϕ
(l)
k

)
= f(0) (2.6.63)

となる。よって、µ(l+1) ≃ f(0)であり、µ(l+1) は lに
依らないことが分かる。すなわち、l ≥ 1について、

µ(l) ≃ f(0) (2.6.64)

といえる。これと (2.6.54)式、(2.6.59)式および (2.6.62)

式より、

σ(l+1)2 = V
(
x
(l+1)
k

)
≃ f ′(0)2V

(
ϕ
(l)
k

)
=Mv2f ′(0)2

(
σ(l)2 + f(0)2

)
(2.6.65)

となる。条件 (2.6.55)式より、σ(l)2が lに依らず 1で
あるから、

v2 =
1

Mf ′(0)2 (1 + f(0)2)
(2.6.66)

が成り立つ。
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2.7 カルマンフィルタ 1

2.7.1 はじめに
カルマンフィルタは、ノイズを持つ観測の時系列デー

タを元に、時々刻々と変化するシステムの現在の状態
を推定する時系列解析の手法の一つである。カルマン
フィルタの応用範囲は広く、人工衛星やロボットの制
御、カーナビ、物体追跡、経済学、統計学、気象予測
など様々な分野で利用されている。気象予測において
は、ガイダンスのほかにもデータ同化にカルマンフィ
ルタが利用されている。データ同化で求めたいものは
現在の大気の状態であり、これを各種観測データと第
一推定値（数値予報モデルの予測値）を用いて推定す
る。ガイダンスで求めたいものは目的変数と説明変数
を結びつける係数であり、これを観測値と第一推定値
（前回の係数）を用いて推定することになる。データ同
化の場合には大気の状態を表す変数の次元が多すぎる
ため、カルマンフィルタではなく、その近似である 4

次元変分法やアンサンブルカルマンフィルタなどが用
いられるが (堀田・太田 2011)、ガイダンスの場合には
変数の次元（係数の数）が少ないため、カルマンフィ
ルタを直接用いて係数を求めることが可能である。
ここまで見てきた線形重回帰やロジスティック回帰、

ニューラルネットワークは、一定期間のデータに対し
て最適な係数を決定する、という統計手法であった。
特に一括学習を用いた場合、これらの手法ではデータ
の並び順に意味はなく、どの順番でデータが並んでい
たとしても同じ結果が得られる。これに対してカルマ
ンフィルタは時系列データを扱う手法であるという点
で上記の手法と大きく異なる。カルマンフィルタでは
データの並び順に意味があり、順番を替えると異なる
係数が得られる。
ガイダンスでカルマンフィルタを利用することの最

大の利点は、係数が最適な値になるように逐次更新さ
れることにある。確率的勾配降下法を用いることでも
係数を逐次更新することは可能だが、ノイズを考慮し
た時系列データを扱うという意味で、カルマンフィル
タの方がより洗練された手法である。ガイダンスへの
カルマンフィルタの利用に関する研究は 1980年代に始
まっている (Persson 1989, 1991; Simonsen 1991)。当
時のガイダンスは主に線形重回帰による一括学習が用
いられており、数値予報モデルの更新時に係数を再学
習しなければガイダンスの予測精度が低下することが
問題となっていた (Simonsen 1991)。気象庁のガイダ
ンスにも同様の問題があり（第 1.3節を参照）、1996年
からカルマンフィルタが利用されるようになった (瀬上
ほか 1995)。2018年現在では気温、風、平均降水量、
降水確率、時系列湿度、視程の各ガイダンスにカルマ
ンフィルタが利用されている。

1 工藤 淳

KF1
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���� ��

シミュレーション システムモデル

� �� ����

= � �� − �� ����

� �� ����

図 2.7.1 シミュレーションとシステムモデルの確率分布

本節では、初めにカルマンフィルタによる係数更新
の関係式を導出し、続いてカルマンフィルタでのパラ
メータ設定や整合性の確認、利用上の注意点を述べる。
カルマンフィルタの関係式の導出にはいくつかの方法
が考案されており、最小分散推定値や線形最小分散推
定値に基づいて解説される場合も多いが、本節では北
川 (1993)、樋口 (2011)に基づき、係数の条件付き期
待値から関係式を導出する。条件付き期待値は最小分
散推定値と一致することが示されている (片山 2000)。

2.7.2 シミュレーションとシステムモデル
時刻 tの状態を表す変数w（これを状態変数と呼ぶ）
の時間発展を表す方程式を wt = ft(wt−1)と書くと、
状態変数の初期値 w0 が与えられれば、任意の時刻の
状態が厳密に求まる。これをシミュレーションという。
シミュレーションでは結果は一意に決まるが、あえて
確率密度関数で表すと、デルタ関数を用いて以下のよ
うに書ける。

p(wt|wt−1) = δ(wt − ft(wt−1)) (2.7.1)

ここでシミュレーションに “遊び ”を許し、観測デー
タを取り込める自由度を持った式wt ≃ ft(wt−1)へと
拡張する。近似記号を用いる代わりに新たな項utを導
入し、以下のように書く。

wt = ft(wt−1) + ut (2.7.2)

これをシステムモデルという。ut はwt と独立なノイ
ズで、システムノイズと呼ぶ。ガイダンスの場合には
wt は係数で、上式は時刻 t − 1の係数を用いて時刻 t

の係数を求める式となる。シミュレーションでは結果
は一つであるのに対し、システムモデルでは、wt−1が
与えられたときの wt の確率密度関数は何らかの確率
分布になる（図 2.7.1）。今、ut が与えられたとして、
(2.7.1)式と同様に確率密度関数をデルタ関数を用いて
書くと、

p(wt|wt−1) = δ(wt − ft(wt−1)− ut) (2.7.3)

となる。

2.7.3 観測モデル
例えば日々の最高気温の時系列データなど、観測の
時系列データを ytとする。ガイダンスの場合、ytはス
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カラー量であるが、カルマンフィルタではベクトルと
して扱われる。本節ではガイダンスに限らない一般的
な場合として、初めは ytをベクトルとして扱うことに
する。
観測値 ytと状態変数wtの関係を表す演算を ht（こ

れを観測演算子と呼ぶ）としたとき、シミュレーショ
ン的な考え方でいえば yt = ht(wt)であり、htとwtが
与えられれば ytは一意に決まるが、通常は両者は一致
せず、yt ≃ ht(wt)である。近似記号を用いる代わり
にシステムモデルと同様に

yt = ht(wt) + vt (2.7.4)

と書き、この式を観測モデルという。vtはwtと独立な
ノイズで観測ノイズという。ガイダンスの場合には、yt

は目的変数、ht(wt)は時刻 tの予測値となる。(2.7.4)

式からもわかるように、観測ノイズは観測と予測の差
を表す量である。観測ノイズという言葉から測定誤差
のことを想像するかもしれないが、観測ノイズには測
定誤差のほかに観測モデルが不完全であることによる
誤差の両方が寄与していることに注意する。

2.7.4 一般状態空間モデル
システムモデルと観測モデルの連立モデルを状態空

間モデルという。(2.7.2) 式と (2.7.4) 式をもっと一般
的に、

wt ∼ p(wt|wt−1) (2.7.5)

yt ∼ p(yt|wt) (2.7.6)

と書いたとき、これを一般状態空間モデルという。後
で述べるように、カルマンフィルタは最もシンプルな
一般状態空間モデルである線形・ガウス状態空間モデ
ルから導出される。
wt や yt の分布は、(2.7.5)式や (2.7.6)式のように

wt−1やwtだけで決まるものではなく、それ以前の状
態である w1, w2, · · · , wt−1 や y1, y2, · · · , yt に
も依存していると思うかもしれない。しかしここでは、
時刻 tの条件付確率が時刻 t− 1の状態のみに依存し、
それ以前の状態には依存しない、というマルコフ性の
仮定を用いている。すなわち、

p(wt|w1:t−1,y1:t) = p(wt|wt−1) (2.7.7)

p(yt|w1:t,y1:t−1) = p(yt|wt) (2.7.8)

であることを仮定している。ここで、x1:t という表記
は x1, x2, · · · , xt を意味する。
ここではまず、一般状態空間モデルに対して wt の

確率分布を求め、その結果を線形・ガウス状態空間モ
デルに適用することで、カルマンフィルタでの係数更
新式を導出する。

2.7.5 逐次ベイズフィルタ
状態空間モデルが与えられた時に、時刻 s (s < t)

までの観測データから時刻 tにおける状態変数の推定

�
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観測データ ��|�

�
予測
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時刻
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図 2.7.2 予測、フィルタ、平滑化

値を求めることを予測という（図 2.7.2(a)）。具体的に
は、wt|y1:s の分布の期待値を求めることに相当する。
特に、s = t − 1の場合を一期先予測という。同様に、
時刻 tまでの観測データから時刻 tの状態変数を推定
することをフィルタ（図 2.7.2(b)）、時刻 s (s > t)ま
での観測データから時刻 tの状態変数を推定すること
を平滑化という（図 2.7.2(c)）。ここで図にも示したよ
うに、時刻 sまでの観測データから求められた時刻 t

における状態変数の推定値をwt|sと書く。このように
書いた場合、wt|sは確率変数ではなく何らかの確定し
た値であることに注意する。
ある時刻の状態変数の分布が分かっている場合、予
測、フィルタ、平滑化の手続きを繰り返すことで、あ
らゆる時刻の確率分布を得ることができる。これを逐
次ベイズフィルタという。カルマンフィルタは、一期
先予測とフィルタを繰り返すことで現在の時刻の状態
変数を推定する。
以下では一般状態空間モデルに対して、一期先予測
の確率密度関数 p(wt|y1:t−1)とフィルタの確率密度関
数 p(wt|y1:t)を書き下す。一期先予測の確率密度関数
は、周辺化 (2.3.40)式とマルコフ性 (2.7.7)式を用いる
ことで、次のように書ける。

p(wt|y1:t−1)

=

∫
p(wt|wt−1,y1:t−1)p(wt−1|y1:t−1)dwt−1

=

∫
p(wt|wt−1)p(wt−1|y1:t−1)dwt−1 (2.7.9)

またフィルタの確率密度関数は、ベイズの定理 (2.3.38)

式、周辺化 (2.3.40)式とマルコフ性 (2.7.8)式を用いる
ことで、次のように書ける。

p(wt|y1:t)

=
p(yt|wt,y1:t−1)p(wt|y1:t−1)∫
p(yt|wt,y1:t−1)p(wt|y1:t−1)dwt

=
p(yt|wt)p(wt|y1:t−1)∫
p(yt|wt)p(wt|y1:t−1)dwt

(2.7.10)
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一期先予測の式に含まれる p(wt|wt−1) はシス
テムモデルから与えられる確率密度関数を表し、
p(wt−1|y1:t−1) は時刻 t − 1 のフィルタ分布の確率密
度関数を表している。このことは、時刻 t− 1のフィル
タ分布が与えられれば、システムモデルを用いて時刻
tの一期先予測の確率密度関数 p(wt|y1:t−1)が得られ
ることを表している。また、フィルタの式に含まれる
p(yt|wt)は観測モデルから与えられる確率密度関数を
表し、p(wt|y1:t−1)は時刻 t− 1の一期先予測の確率密
度関数を表している。このことは、時刻 t − 1の一期
先予測の分布が与えられれば、観測モデルを用いて時
刻 tのフィルタの確率密度関数 p(wt|y1:t)が得られる
ことを表している。すなわち、ある時刻の一期先予測
またはフィルタの分布が与えられれば、一期先予測と
フィルタを繰り返すことで、それ以降の任意の時刻の
一期先予測とフィルタの分布が得られることを意味し
ている。

2.7.6 カルマンフィルタ
ここではカルマンフィルタに用いられる線形・ガウス

状態空間モデルに対して一期先予測とフィルタを具体
的に求めることで、ガイダンスにおけるカルマンフィ
ルタの係数更新の関係式を導く。

(1) 線形・ガウス状態空間モデル
線形・ガウス状態空間モデルは以下のように表され

る状態空間モデルである。

wt = Ftwt−1 +Gtut (2.7.11)

yt = Htwt + vt (2.7.12)

ここで、wt は K 次元ベクトル、Ft は K × K 行列、
utは L次元ベクトル、GtはK × L行列、ytと vtは
M 次元ベクトル、HtはM ×K行列である。また、ut

と vtは平均 0の正規分布に従うノイズである。線形・
ガウス状態空間モデルは、wtと wt−1、ut の関係、お
よび、ytと wt の関係が線形であり、システムノイズ
と観測ノイズが正規分布で表される状態空間モデルで
ある。
Ft, Gt,Ht は現象を支配する物理法則や、統計や経

験、実験などに基づく関係式や仮定により決められる
何らかの既知の行列である。ガイダンスの場合、係数
やシステムノイズを時間変化させる法則はない、すな
わち、Ft → I（単位行列）、Gtut → ut と考えて差し
支えないだろう。また、目的変数はスカラーであるか
ら、ytと vtはスカラーになり、HtはK 次元ベクトル
になる。よってガイダンスに適用する場合には、線形・
ガウス状態空間モデルは以下のようにシンプルな形で
書ける。

wt = wt−1 + ut (2.7.13)

yt = xT
t wt + vt (2.7.14)

ここで、wt, xt, utはいずれもK次元ベクトル、ut ∼
N(0, Ut)、vt ∼ N(0, Dt)で、UtはK×Kの対称行列、
Dt はスカラーである。
カルマンフィルタの係数更新式を導く前に、カルマ
ンフィルタにおける仮定をまとめておく。最後の仮定
については、次の (2)と (3)で述べる。

• 線形・ガウス状態空間モデル：(2.7.13), (2.7.14)式
• ut ∼ N(0, Ut)

• vt ∼ N(0, Dt)

• utとwt は独立： p(ut|wt) = p(ut)

• vtとwt は独立： p(vt|wt) = p(vt)

• マルコフ性： (2.7.7), (2.7.8)式
• 時刻 t−1のwのフィルタの分布は正規分布に従う

(2) 一期先予測
一期先予測 (2.7.9)式をガイダンスのカルマンフィル
タについて具体的に求める。まず p(wt|wt−1)につい
ては、システムノイズ ut での周辺化 (2.3.40)式と ut

とwt が独立である仮定より、

p(wt|wt−1) =

∫
p(wt|wt−1,ut)p(ut)dut (2.7.15)

となる。p(wt|wt−1,ut)はシステムモデル (2.7.13)式
から一意に決まるため、(2.7.3)式と同様に、

p(wt|wt−1,ut) = δ(wt −wt−1 − ut) (2.7.16)

と書ける。また、ut ∼ N(0, Ut)との仮定から、確率密
度関数を具体的に書くと

p(ut) = (2π)−
K
2 |Ut|−

1
2 exp

[
−1

2
uT
t U

−1
t ut

]
(2.7.17)

であり、これらを (2.7.15)式に代入するとwt|wt−1の
確率密度関数は以下のようになる。

p(wt|wt−1)

= (2π)−
K
2 |Ut|−

1
2 exp

[
−1

2
(wt −wt−1)

TU−1
t (wt −wt−1)

]
(2.7.18)

すなわち、

wt|wt−1 ∼ N(wt−1, Ut) (2.7.19)

であり、wt|wt−1 は正規分布になる。
次に p(wt−1|y1:t−1)を求めるのだが、これは時刻 t−1

におけるフィルタの分布であり、時刻 t− 1の時点で何
らかの方法によって導かれているはずの確率密度関数
である。そこで、これについては平均がwt−1|t−1のK

次元ベクトル、分散共分散行列が Qt−1|t−1 の K ×K

行列の正規分布に従うと仮定する（第 2.7.6項 (1)の最
後の仮定）。つまり、

wt−1| y1:t−1 ∼ N(wt−1|t−1, Qt−1|t−1) (2.7.20)
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であると仮定する。この仮定を用いる理由は第 2.7.6項
(3)で述べることにする。
(2.7.19)式と (2.7.20)式が成り立つ場合、wtの一期

先予測の分布は、

wt| y1:t−1 ∼ N(wt|t−1, Qt|t−1) (2.7.21)

wt|t−1 = wt−1|t−1 (2.7.22)

Qt|t−1 = Qt−1|t−1 + Ut (2.7.23)

となり（証明は付録 2.7.A）、wt の一期先予測の分布
は平均が wt|t−1 で分散共分散行列が Qt|t−1 の正規分
布になることがわかる。このことを式で書くと、

E (wt| y1:t−1) = wt|t−1 (2.7.24)

V (wt| y1:t−1) = Qt|t−1

= E
[(

wt −wt|t−1

) (
wt −wt|t−1

)T ∣∣∣ y1:t−1

]
(2.7.25)

となる。(2.7.21)∼(2.7.23)式の結果は、時刻 t−1にお
けるフィルタの分布が正規分布に従うという仮定を用
いて導かれている。すなわち、t− 1のフィルタの分布
が正規分布ならば、t− 1の一期先予測の分布もまた正
規分布になる、といえる。

(3) フィルタ
フィルタの確率分布をガイダンスのカルマンフィル

タについて具体的に求める。フィルタの確率分布を求
めるためには、フィルタの式 (2.7.10)に含まれる yt|wt

と wt|y1:t−1 の分布が分かればよいのだが、wt|y1:t−1

は (2.7.21)式で既に求めているので、yt|wtの分布を求
める。観測モデル (2.7.14)式より

p(yt − xT
t wt) = p(vt) (2.7.26)

となるので、この両辺にwtの条件を付け、vtとwtは
独立であるという仮定を用いると、

p(yt − xT
t wt|wt) = p(vt) (2.7.27)

となる。観測ノイズ vt の確率分布は N(0, Dt)に従う
と仮定しているので、

yt|wt ∼ N(xT
t wt, Dt) (2.7.28)

となる。これと (2.7.21)式が成り立つ場合、時刻 tに
おけるフィルタ分布 (2.7.10)式は、

wt| y1:t ∼ N(wt|t, Qt|t) (2.7.29)

wt|t = wt|t−1 +Ktνt (2.7.30)

νt = yt − xT
t wt|t−1 (2.7.31)

Qt|t = Qt|t−1 −Ktx
T
t Qt|t−1 (2.7.32)

Kt = Qt|t−1xt

(
xT
t Qt|t−1xt +Dt

)−1
(2.7.33)

となり（証明は付録 2.7.B）、wt のフィルタ分布は平
均が wt|t で分散共分散行列が Qt|t の正規分布になる
ことがわかる。これは時刻 tの観測値 ytが得られたと
きのwt の最適な推定値がwt|t であることを表してい
る。νtはイノベーションと呼ばれ、予測値と観測値の
差を表す。Kt はカルマンゲインと呼ばれるK 次元ベ
クトルで、(2.7.30)式から分かるように、カルマンフィ
ルタでの状態変数更新の手続きにおいて wt の変化率
を表す量である。(2.7.24)式, (2.7.25)式と同様にフィ
ルタ分布の期待値と分散共分散行列を示しておく。

E (wt| y1:t) = wt|t (2.7.34)

V (wt| y1:t) = Qt|t

= E
[(

wt −wt|t
) (

wt −wt|t
)T ∣∣∣ y1:t] (2.7.35)

時刻 tのフィルタ分布は正規分布で表されることを
示したが、これは時刻 t − 1の一期先予測の分布が正
規分布であることから導かれた結果である。そして時
刻 t− 1の一期先予測の分布が正規分布であることは、
時刻 t−1のフィルタ分布が正規分布で表されることか
ら導かれている。すなわち、ある時刻のフィルタ分布
が正規分布をしているのであれば、それ以降の全ての
時刻において、一期先予測とフィルタの分布は正規分
布になる。特定の時刻にこだわらないのであればフィ
ルタ分布の初期値が正規分布に従うと仮定すればよく、
これは一般的な（最小分散推定値に基づく）カルマン
フィルタの導出に用いられている仮定と一致する。
一般に、分散共分散行列は半正定値である。すなわ
ち、分散共分散行列QをK ×K 行列、任意のK 次元
ベクトルを xとしたとき、xTQx ≥ 0であり、Qの全
ての固有値は 0以上となる。よって、(2.7.32)式の両
辺に左から xT

t 、右から xt を掛けると、

xT
t Qt|txt =

(
xT
t − xT

t Ktx
T
t

)
Qt|t−1xt

=

(
1−

xT
t Qt|t−1xt

xT
t Qt|t−1xt +Dt

)
xT
t Qt|t−1xt

≤ xT
t Qt|t−1xt (2.7.36)

が成り立つことから、Qt|t ⪯ Qt|t−1 である。
一期先予測時の係数の誤差分散Qt|t−1は前の時刻の
フィルタ値 Qt−1|t−1 にシステムノイズの分散 Ut を加
えた値となっている（(2.7.23)式）。つまり、予測によっ
て係数の誤差分散が拡大することを示している。そこ
に観測値 ytが得られることにより、フィルタ後の誤差
分散 Qt|t は予測時 Qt|t−1 よりも小さくなる（(2.7.36)

式）。このように、カルマンフィルタでは観測値を取り
込むことで誤差分散を小さい状態に保ちながら係数を
更新していることが分かる。

(4) ガイダンスにおけるカルマンフィルタのまとめ
ガイダンスにおけるカルマンフィルタの係数更新の
関係式は、一期先予測の式 (2.7.22), (2.7.23)と、フィ
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図 2.7.3 カルマンフィルタでの係数更新のイメージ。係数
が 2個の場合。時刻の添字は ( )を付けて上付きで示して
いる。

ルタの式 (2.7.30)∼(2.7.33)になる。また、一期先予測
とフィルタの分布はともに正規分布（(2.7.21), (2.7.29)

式）になる。
実装時の参考とするために、ガイダンスにおけるカ

ルマンフィルタの関係式を行列の成分で書いておく。添
字が多くなるため、時刻は ( )を付けて上付で示す。

w
(t|t−1)
i = w

(t−1|t−1)
i (2.7.37)

Q
(t|t−1)
ij = Q

(t−1|t−1)
ij + U

(t)
ij (2.7.38)

w
(t|t)
i = w

(t|t−1)
i +K

(t)
i ν(t) (2.7.39)

ν(t) = y(t) −
K∑

k=0

x
(t)
k w

(t|t−1)
k (2.7.40)

Q
(t|t)
ij = Q

(t|t−1)
ij −K

(t)
i

K∑
k=0

x
(t)
k Q

(t|t−1)
kj (2.7.41)

K
(t)
i =

∑K
k=0Q

(t|t−1)
ik x

(t)
k∑K

m,n=0Q
(t|t−1)
mn x

(t)
m x

(t)
n +D(t)

(2.7.42)

x
(t)
0 = 1, i, j = 0, · · · ,K

係数が 2個 (w0, w1)の場合のカルマンフィルタでの
係数更新のイメージを図 2.7.3に示す。ここでも添字
が多くなるため、時刻は ( )を付けて上付で示してい
る。時刻 t− 1でのフィルタ分布から、係数の期待値は(
w

(t−1|t−1)
0 , w

(t−1|t−1)
1

)
、分散共分散行列はQ(t−1|t−1)

であり、w0, w1方向の分散はQ
(t−1|t−1)
00 , Q

(t−1|t−1)
11 と

なる。(2.7.22)式より、時刻 tでの予測時には時刻 t−1

のフィルタの係数をそのまま利用することになるため、
係数の値はフィルタの係数と同じだが、(2.7.23)式よ
り、その分散は時刻 t − 1のフィルタの値と比べてシ

ステムノイズの分だけ大きくなる。このことは図では
赤の楕円に対応しており、フィルタ分布（灰色の楕円）
と比べて中心位置は変わらないが広がりは大きくなっ
ている。ここで時刻 tの観測 y(t) が得られると、既に
与えられている説明変数 x

(t)
1 と観測モデル (2.7.14)式

より、未知の変数である時刻 tの係数の真値 w
(t)
0 , w

(t)
1

が w
(t)
0 = y(t) − x

(t)
1 w

(t)
1 を中心として観測ノイズの分

散 D(t) を持った領域（図中の青の直線および長方形）
に分布していることがわかる。フィルタの式 (2.7.10)

の右辺の分子は観測モデルの確率密度関数と時刻 t− 1

の一期先予測の確率密度関数の積になっており、この
2つの確率密度の積が最も大きくなる係数が時刻 tの
フィルタ分布の期待値

(
w

(t|t)
0 , w

(t|t)
1

)
であり、その分

散共分散行列はQ(t|t)となる。このときD(t)を大きな
値に設定すると図中の青の長方形で示した領域が広が
り、更新後の係数は予測時の係数に近い値になる。逆
にシステムノイズ U (t)を大きな値に設定すると図中の
赤の楕円で示した領域が広がり、更新後の係数は観測
値に近い値になる。相対的に D(t) が小さい場合には、
新たな観測が得られる度に観測に寄せるように係数が
決まるため、係数の変動幅が大きくなる。逆にD(t)が
大きい場合には係数の変動幅は小さくなり、予測と実
況の差が大きかったとしても係数はあまり変化しなく
なる。予測時の係数を更新後の係数に変化させるベク
トル（図中の紫矢印）は、イノベーション ν(t)にカル
マンゲインK(t)を掛けたものになる。図で破線の楕円
や第 2.7.6項 (3)で示したように、観測値の情報を得る
ことで、フィルタ分布の分散は一期先予測の分散より
も小さくなる。以上のことを繰り返すことで、カルマ
ンフィルタでは最新の観測値の情報を取り込みながら
係数を逐次更新する。

2.7.7 整合性の確認
我々は通常、カルマンフィルタで推定される状態変
数の真値を知ることはできない。よって推定値の正し
さを直接的に見積もることはできないが、イノベーショ
ンを用いることでカルマンフィルタによる状態推定が
正しく行われているか確認することができる。
カルマンフィルタにおいて、イノベーションは平均
が 0の正規分布に従うホワイトノイズであるという性
質を持つ（例えば Brown and Rutan 1985; Jwo and

Cho 2007; Bulut 2011）。すなわち、

E (νt| y1:t−1) = 0 (2.7.43)

E
(
νtν

T
s

∣∣ y1:t−1

)
= 0 (t > s) (2.7.44)

であり、その分散は

St ≡ V (νt| y1:t−1) = E
(
νtν

T
t

∣∣ y1:t−1

)
= E

[(
yt − xT

t wt|t−1

) (
yt − xT

t wt|t−1

)T ∣∣∣ y1:t−1

]
= xT

t Qt|t−1xt +Dt (2.7.45)
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図 2.7.4 カルマンフィルタによる福岡の午前 9時の気温予測。
横軸は左端が 2014年 1月 1日 00UTC初期値、右端が 2014
年 12月 31日 00UTC初期値。
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図 2.7.6 図 2.7.4の気温予測におけるイノベーションの相対頻
度のヒストグラム。実線は期間内のイノベーションから求め
た平均と標準偏差をもつ正規分布。

0 5 10 15 20 25

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

Lag

標
本
自
己
相
関
係
数

図 2.7.7 図 2.7.4 の気温予測におけるイノベーションの標本
自己相関係数。横軸はラグで、青破線はホワイトノイズを
仮定した場合の標本自己相関係数の 95%信頼区間（例えば
Shumway and Stoffer 2000）。

と書ける。ここで (2.7.14)式、(2.7.25)式などを用い
た。Stはイノベーションの分散の理論値といえる。もし
第 2.7.6項 (1)で述べた仮定が満たされているならば、
イノベーションの分布は (2.7.43)式と (2.7.45)式を満
たす正規分布であり、±

√
Stの範囲に約 68%、±2

√
St

の範囲に約 95%のイノベーションが含まれることにな
る。イノベーションを時系列などでプロットすること
でこれらが満たされているか確認できる 2。
図 2.7.4は、カルマンフィルタによる福岡の午前 9時

の気温予測の例である。この例ではルーチンの気温ガ
イダンスと同様の説明変数と実況を用いているが、初
期値や Dt, Ut の設定などは簡易的な値を用いている。
学習期間は 2013年の 1年間とし、00UTC初期値の 24

時間予測について、2014年 1月 1日から 12月 31日
までの 1年間（365日分）の予測結果を表示している。
この期間の数値予報モデルの地上気温の予測はMEが
−2.44 °C、RMSEが 2.93 °Cであるのに対し、カルマン

2 より厳密には、標準化 2乗イノベーション νT
t S−1

t νt の移
動平均が自由度m（ガイダンスの場合は目的変数がスカラー
であるためm = 1）の χ2分布に従うことを確かめればよい。

フィルタの予測はMEが−0.00 °C、RMSEが 1.42 °C
であり、数値予報モデルを大幅に改善している。図を
見る限りでも実況との対応は概ね良さそうであり、カ
ルマンフィルタによる予測は適切に行われているよう
に思われる。
図 2.7.4と同じ気温予測の時系列について、イノベー
ションの時系列、相対頻度のヒストグラム、標本自己
相関係数を図 2.7.5∼図 2.7.7に示す。イノベーション
の時系列を見ると、日付によらず 0を中心として同程
度のばらつきを持っていることがわかる。またヒスト
グラムより、平均が 0の正規分布に近い分布をしてお
り、標本自己相関係数からは時間方向の相関が弱いこ
とがわかる。これらのことから、イノベーションの性
質のうち、平均 0の正規分布に従うホワイトノイズで
あるということについては満たされていそうである。
一方イノベーションのばらつきを Stと比較すると、期
待されるよりも狭い範囲にイノベーションが集中して
おり、イノベーションの分散が過小であるといえる。
イノベーションの分散は直接的にはDtと Utの大き
さによって変化するため、分散が過小または過大であ
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図 2.7.8 図 2.7.5と同じ。ただし、Dtを調整してイノベーショ
ンのばらつきを調整した結果。
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図 2.7.9 不適切なイノベーションの例。図の見方は図 2.7.5や
図 2.7.8と同じ。

る場合にはDtや Utを調整すれば適切なばらつきを持
つように修正することはできる。しかし、目的変数と
説明変数の関係が線形になっていない場合やノイズが
正規分布ではない場合など、カルマンフィルタの仮定
がそもそも満たされていないならば、Dtや Ut だけを
調整することは予測精度の低下につながる場合がある。
図 2.7.8は上記の気温予測について、Dtを調整してイ
ノベーションのばらつきが適切に近くなるようにした
場合の実験結果である。この図を見ると、±

√
Stおよ

び ± 2
√
St の範囲に適切に近い数のイノベーションが

含まれていることがわかる。また図には示さないが、
予測値の時系列、イノベーションの相対頻度と標本自
己相関には不適切な点は見られない。しかし予測精度
は、MEが 0.001 °C、RMSEが 1.46 °Cとなっており、
調整前と比べてやや低下している。
最後に不適切なイノベーションの分布の例を図 2.7.9

に示す。この図は図 2.7.4と同じ気温ガイダンスに用
いられている説明変数のうち、ガイダンスへの寄与量
が小さい（すなわちあまり重要ではない）説明変数を
1つだけ用いて気温を予測した場合のイノベーション
の時系列である。このイノベーションは 0を中心とし
た分布をしておらず、ばらつきの大きさは理論値より
も大きくなっている。また、時間方向に相関を持つこ
とからホワイトノイズではなく、ばらつきの大きさと
しても時間によって差が見られる。よってこの例では、
イノベーションの性質をいずれも満たしていない。し
かしながら図 2.7.4で示したように、このような説明
変数を用いているにもかかわらず、カルマンフィルタ
としては一見すると正常な動作をしているように見え、
また、この説明変数を除いた場合には予測精度として
は低下してしまう。このことは、この説明変数の見直
しや、他の説明変数も含めた全体的な見直しが必要で
あることを示唆している。

2.7.8 パラメータの調整
ガイダンスのカルマンフィルタにおいて、Dt, Ut お
よび係数とQt|tの初期値は既知のものとして扱われて
おり、開発者が事前に設定しなければならないパラメー
タである。これらのうち係数の初期値は、予測精度に
大きな影響は与えないため 3 乱数や 0を与えても問題
ない。またQt|tの初期値についても、乱数を与えても
経験的には適切な値に収束するため大きな問題はない。
一方、DtとUtは係数の変動幅を決める重要なパラメー
タであるため、乱数などを与えることは不適切であり、
何らかの方法で適切な値を与える必要がある。Dtは観
測ノイズの分散であるから、過去の一定期間のデータ
から算出した予測の平均二乗誤差を元に大まかな値を
見積もることができる。またUtはシステムノイズの分
散共分散行列であるから、(2.7.13)式より、今回と前回
の係数の差の二乗和から大まかな値を見積もることが
できる。気象庁のガイダンスでは、Dtと Utの非対角
成分は 0と仮定し、上記の見積りを元に、学習データ
に対して繰り返し計算しながらDtと Ut（時間変化さ
せる場合にはその初期値）を決定している。
より効率的にDtとUtを見積もる方法として、最尤法
に基づく手法 (Shumway and Stoffer 2000)とEMアル
ゴリズム (Dempster et al. 1977; Shumway and Stoffer

1982; Ghahramani and Hinton 1996; Shumway and

Stoffer 2000)が提案されている。これらの手法はいず
れも、繰り返し計算によってパラメータを見積もって
いる。ここではDt, Ut などのパラメータをまとめて θ

と置く。以下では θは時間変化しないものとして、最
尤法に基づいたパラメータの推定方法を示す。
イノベーション νt は平均 0、分散 St の正規分布に
従うことから、イノベーションの確率密度関数は

p(νt) =
1√
2πSt

exp

(
− ν2t
2St

)
(2.7.46)

3 例えば (瀬上ほか 1995)の第 5.1.3項での理想実験を参照。
係数を推定する手法がカルマンフィルタなのであるから当然
のことともいえる。
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である。今、時刻 t = 1 ∼ N のデータが与えられてい
るとする。イノベーションの負の対数尤度を誤差関数
E とすると、E は定数項を除いて

E ≡ − lnL =
1

2

N∑
t=1

(
lnSt +

ν2t
St

)
(2.7.47)

となる。ここで Stやνtはθの関数である。θ → ±∆θと
した場合の誤差関数の値を E± とすると、θ方向の E

の微分は

∂E

∂θ
≃ E+ − E−

2∆θ
(2.7.48)

となる。同様にして θの 2階微分も得られる。θの更
新は以下の手順で行う。

1. θの初期値を与える。
2. 学習期間のデータ（t = 1 ∼ N）に対してカルマ
ンフィルタによる係数更新を行い、νtと Stの時系
列を求める。

3. νtと St および E の微分を用いてニュートン・ラ
フソン法などの繰り返し計算を 1回分だけ行い、
θを更新する。

4. 上記の 2 ∼ 3の手順を繰り返し、誤差関数が変化
しなくなったとみなせるところで計算を終了する。

見積もるパラメータが多いことから、実際に計算する
場合には予測への影響が小さいパラメータ（係数やQt|t

の初期値など）には乱数や 0を与えることとし、その
他のパラメータについて上記の方法で見積もることに
なるだろう。
上記の手法では UtとDtを固定値として扱っている

が、Dtは観測モデルが不完全であることも含めた誤差
を表しており、予測が難しい場合にはDtを大きく、簡
単な場合には小さくすることが望ましい。しかし予測
の難しさを事前に知ることは困難である 4 ため、本稿
を執筆している 2018年現在のガイダンスではDtは固
定値か、時間変化が緩やかな固定値に近い値として扱
われている。例えば平均降水量ガイダンスでは、前回
までの Dt と今回の予測の二乗誤差を重み付け平均す
ることで Dt を更新しているが、前回までの Dt の重
みを非常に大きくしており、場の状況に応じて変化さ
せているというよりは長期的な予測誤差の変化に対応
させることを目的としている。このような事情により、
ガイダンスの予測が大きく外れた場合には、実況に合
わせるために係数を大きく変化させてしまうことがあ
る。しかし係数の大きな変化は、その後の予測で極端
な値を予測してしまうなど、一般に予測精度を低下さ
せる要因となる。そこで気温ガイダンスでは、Dtは固
定値としているが、予測が大きく外れた場合には、係
数更新時に一時的に Dt を大きくして係数を実況に寄
せすぎない（大きく変化させない）ようにしている。
4 アンサンブル予報のスプレッドが適切である場合、スプレッ
ドを用いれば Dt を事前に見積もることができるかもしれな
い。

2.7.9 利用上の注意点
カルマンフィルタは線形・ガウス状態空間モデルに
基づいて係数を更新しており、第 2.7.6項 (1)で述べた
仮定が満たされている必要がある。カルマンフィルタ
では係数が変動するため、特にシステムモデルについ
ては線形性やノイズの正規性を直接的に確認すること
は難しいが、観測モデルについては各目的変数と説明
変数の関係をプロットすることで線形性やノイズの正
規性をある程度確認することができる。新規に説明変
数を追加する場合やガイダンスの改良を行う場合には、
目的変数と説明変数の関係をプロットして線形性や正
規性を確認するとよい。
第 2.7.7項で述べたように、イノベーションの分布を
時系列で見ることによって、カルマンフィルタによる
係数更新が適切に行われているか否かを調べることが
できる。イノベーションの性質が満たされていない場
合には、Dt, Ut および係数と Qt|t の初期値の設定や、
目的変数と説明変数の関係が適切であるかを確認する。
第 2.7.7項で示したように、上記のどれか一つを調整
しただけでは全体としてはバランスが崩れて予測精度
が低下することもある。このような場合には全体的な
調整をすることが精度向上につながるだろう。
カルマンフィルタは係数の最適な推定値を逐次更新
するため、数値予報モデルが更新されて予測特性が大
きく変化した場合でも一定期間学習すれば適切な係数
が自動的に得られると期待される。しかし、一定期間
がどの程度かは対象としている現象の頻度に依存する。
気温ガイダンスの場合には 2,3週間程度の学習で適切
に近い値まで学習が進むが、強風や大雨など頻度が少
ない現象を対象としたガイダンスでは数か月以上掛か
る。このためカルマンフィルタを用いたガイダンスで
あっても、数値予報モデルの特性が大きく変化する場
合には、長期間の過去データを用いた事前学習が必要
になる場合がある。
カルマンフィルタの仮定が満たされていないような
目的変数と説明変数に対しても、カルマンフィルタは
ある程度適切な予測結果を与える。これは線形重回帰
やロジスティック回帰でも同様で、各手法で仮定して
いる条件が成り立たない場合であっても、これらの統
計手法はある程度適切な（精度を持つ）予測結果を与
える。一括学習型の統計手法を用いた場合には、悪い
部分も含めて予測特性は変化しないため、値が異常で
あることや不適切であることは判別しやすい。これに
対してカルマンフィルタのような逐次学習型の統計手
法の場合、手法の仮定が満たされていない状況では、
ある時に突然異常な係数を学習してしまう可能性があ
る。そして予測特性が常に変化するという特性は、そ
の変化が正常の範囲内であるのか異常であるのかを判
断することを困難にしてしまう。カルマンフィルタを
用いたガイダンスを開発・運用するに当たっては、カ
ルマンフィルタの仮定との整合性や係数の日々の変化
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に注意する必要がある。

2.7.10 まとめ
本節では、カルマンフィルタを用いてガイダンスを

算出する場合の関係式をベイズ推定に基づく係数の条
件付き期待値から導出した。また、イノベーションの
時系列を用いた整合性の確認手法と、ガイダンスを開
発する上で必要となるパラメータの調整について述べ
た。カルマンフィルタを用いることで、係数の特性が時
間変化する場合にも係数が逐次調整されていくことか
ら、2018年現在では様々なガイダンスにカルマンフィ
ルタが利用されている。一方で、ガイダンスの開発・
運用においては注意すべき点も多い。目的変数と説明
変数の特性や関係性を把握しながら開発を進めること
が重要である。
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付録 2.7.A 一期先予測の関係式の導出
ここでは、wt−1|y1:t−1 ∼ N(wt−1|t−1, Qt−1|t−1)およびwt|wt−1 ∼ N(wt−1, Ut)のとき、ガイダンスのカルマン

フィルタにおいて、下記の一期先予測の関係式が成り立つことを示す。

wt|y1:t−1 ∼ N(wt|t−1, Qt|t−1) (2.7.49)

wt|t−1 = wt−1|t−1 (2.7.50)

Qt|t−1 = Qt−1|t−1 + Ut (2.7.51)

以下では表記を簡単にするため、一時的にwt−1 → v, wt → w, wt−1|t−1 → v̂, y1:t−1 → y, Qt−1|t−1 → Q, Ut → U

と記述する。yはスカラー、vとwはK 次元ベクトル、Qと U はK ×K 対称行列である。
与えられた条件より、

p(v|y) = (2π)−
K
2 |Q|− 1

2 exp

[
−1

2
(v − v̂)TQ−1(v − v̂)

]
(2.7.52)

p(w|v) = (2π)−
K
2 |U |− 1

2 exp

[
−1

2
(w − v)TU−1(w − v)

]
(2.7.53)

である。w|yの確率密度関数は、周辺化 (2.3.40)式とマルコフ性 (2.7.7)式より、

p(w|y) =
∫
p(w|v, y)p(v|y)dv =

∫
p(w|v)p(v|y)dv (2.7.54)

と書けるので、右辺の被積分関数は以下のようになる。

p(w|v)p(v|y) = (2π)−K |Q|− 1
2 |U |− 1

2 exp

[
−1

2

{
(v − v̂)TQ−1(v − v̂) + (w − v)TU−1(w − v)

}]
(2.7.55)

これを vで積分することから、上式の右辺を vの項とそれ以外の項に分けることを考える。(2.7.55)式の右辺の { }
内を展開して整理すると、

{ } = vTQ−1v − vTQ−1v̂ − v̂TQ−1v + v̂TQ−1v̂ +wTU−1w −wTU−1v − vTU−1w + vTU−1v

= vT
(
Q−1 + U−1

)
v − vT

(
Q−1v̂ + U−1w

)
−
(
v̂TQ−1 +wTU−1

)
v + v̂TQ−1v̂ +wTU−1w (2.7.56)

ここで、あるK 次元ベクトル ξを用いて、

(v−ξ)T
(
Q−1 + U−1

)
(v−ξ) = vT

(
Q−1 + U−1

)
v−vT

(
Q−1 + U−1

)
ξ−ξT

(
Q−1 + U−1

)
v+ξT

(
Q−1 + U−1

)
ξ

(2.7.57)

と書けることから、

ξ ≡
(
Q−1 + U−1

)−1 (
Q−1v̂ + U−1w

)
(2.7.58)

とすると、Qと U が対称行列であることから、ξT は以下のようになる。

ξT =
(
Q−1v̂ + U−1w

)T {(
Q−1 + U−1

)T}−1

=
(
v̂TQ−1 +wTU−1

) (
Q−1 + U−1

)−1
(2.7.59)

この ξを用いると、(2.7.56)式は、

{ } = (v − ξ)T
(
Q−1 + U−1

)
(v − ξ)− ξT

(
Q−1 + U−1

)
ξ + v̂TQ−1v̂ +wTU−1w (2.7.60)

となり、被積分関数を vに関する項（第 1項）とそれ以外の項に分けることができた。ここで (2.7.60)式の右辺第
2項を展開すると、

− ξT
(
Q−1 + U−1

)
ξ = −

(
v̂TQ−1 +wTU−1

) (
Q−1 + U−1

)−1 (
Q−1v̂ + U−1w

)
= −v̂TQ−1

(
Q−1 + U−1

)−1
Q−1v̂ − v̂TQ−1

(
Q−1 + U−1

)−1
U−1w

−wTU−1
(
Q−1 + U−1

)−1
Q−1v̂ −wTU−1

(
Q−1 + U−1

)−1
U−1w (2.7.61)
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であり、

U−1
(
Q−1 + U−1

)−1
Q−1 =

[
Q
(
Q−1 + U−1

)
U
]−1

= (Q+ U)−1 (2.7.62)

Q−1
(
Q−1 + U−1

)−1
U−1 =

[
U
(
Q−1 + U−1

)
Q
]−1

= (Q+ U)−1 (2.7.63)

Q−1
(
Q−1 + U−1

)−1
Q−1 =

(
Q−1 + U−1

) (
Q−1 + U−1

)−1
Q−1 − U−1

(
Q−1 + U−1

)−1
Q−1

= Q−1 − (Q+ U)−1 (2.7.64)

U−1
(
Q−1 + U−1

)−1
U−1 = U−1 − (Q+ U)−1 (2.7.65)

であることを用いると、(2.7.60)式の右辺第 2項は、

− ξT
(
Q−1 + U−1

)
ξ

= −v̂TQ−1v̂ + v̂T (Q+ U)−1v̂ − v̂T (Q+ U)−1w −wT (Q+ U)−1v̂ −wTU−1w +wT (Q+ U)−1w (2.7.66)

となる。よって (2.7.60)式の右辺第 2, 3, 4項を∆と置くと、(2.7.60)式の右辺第 3, 4項と (2.7.66)式の右辺第 1,

5項が打ち消し合うため、

∆ ≡ v̂T (Q+ U)−1v̂ − v̂T (Q+ U)−1w −wT (Q+ U)−1v̂ +wT (Q+ U)−1w

= (w − v̂)T (Q+ U)−1(w − v̂) (2.7.67)

となる。これで準備ができたので (2.7.54)式の計算に戻る。

p(w|y) = (2π)−K |Q|− 1
2 |U |− 1

2

∫
exp

[
−1

2

{
(v − v̂)TQ−1(v − v̂) + (w − v)TU−1(w − v)

}]
dv

= (2π)−K |Q|− 1
2 |U |− 1

2 exp

[
−1

2
(w − v̂)T (Q+ U)−1(w − v̂)

] ∫
exp

[
−1

2
(v − ξ)T

(
Q−1 + U−1

)
(v − ξ)

]
dv

= (2π)−
K
2 |Q|− 1

2

∣∣Q−1 + U−1
∣∣− 1

2 |U |− 1
2 exp

[
−1

2
(w − v̂)T (Q+ U)−1(w − v̂)

]
(2.7.68)

ここで正規分布の積分 (2.3.43)式を用いた。Qと U はともにK ×K 対称行列であり、|QU | = |Q||U |となること
を用いると、

|Q|−
1
2
∣∣Q−1 + U−1

∣∣− 1
2 |U |−

1
2 = |Q+ U |−

1
2 (2.7.69)

であるから、

p(w|y) = (2π)−
K
2 |Q+ U |− 1

2 exp

[
−1

2
(w − v̂)T (Q+ U)−1(w − v̂)

]
(2.7.70)

となり、w|y ∼ N(v̂, Q + U)となる。元の表記で書けば、wt|y1:t−1 ∼ N(wt−1|t−1, Qt−1|t−1 + Ut)である。ここ
でwt|y1:t−1 は時刻 t− 1の一期先予測の分布であるから、その期待値と分散共分散行列はwt|t−1と Qt|t−1 である
ので、

wt|t−1 ≡ wt−1|t−1 (2.7.71)

Qt|t−1 ≡ Qt−1|t−1 + Ut (2.7.72)

とすると、

wt|y1:t−1 ∼ N(wt|t−1, Qt|t−1) (2.7.73)

が得られる。
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付録 2.7.B フィルタの関係式の導出
ここでは、yt|wt ∼ N(xT

t wt, Dt)およびwt|y1:t−1 ∼ N(wt|t−1, Qt|t−1)のとき、フィルタ分布の式 (2.7.10)を解
くことで、ガイダンスのカルマンフィルタにおいて、下記のフィルタの関係式が成り立つことを示す。

wt|y1:t ∼ N(wt|t, Qt|t) (2.7.74)

wt|t = wt|t−1 +Kt

(
yt − xT

t wt|t−1

)
(2.7.75)

Qt|t = Qt|t−1 −Ktx
T
t Qt|t−1 (2.7.76)

Kt = Qt|t−1xt

(
xT
t Qt|t−1xt +Dt

)−1
(2.7.77)

以下では表記を簡単にするため、一時的に wt → w, wt|t−1 → ŵ, Qt|t−1 → Q, yt → y, y1:t−1 → z, xt → x,

Dt → Dと記述する。y, z, Dはスカラー、w, ŵ, xはK 次元ベクトル、QはK ×K 対称行列である。
与えられた条件より、

p(y|w) = (2π)−
1
2 |D|− 1

2 exp

[
−1

2
(y − xTw)TD−1(y − xTw)

]
(2.7.78)

p(w|z) = (2π)−
K
2 |Q|− 1

2 exp

[
−1

2
(w − ŵ)TQ−1(w − ŵ)

]
(2.7.79)

と書ける。(2.7.78)式は 1変数の正規分布の確率密度関数であるためもっとシンプルに書けるが、ここでは (2.7.79)

式との対称性を保持するため、1× 1行列として扱うことにする。フィルタ分布の式 (2.7.10)の分母の被積分関数
と分子はこの 2つの確率密度関数を掛けた関数である。

p(y|w)p(w|z) = (2π)−
K+1

2 |D|− 1
2 |Q|− 1

2 exp

[
−1

2

{
(y − xTw)TD−1(y − xTw) + (w − ŵ)TQ−1(w − ŵ)

}]
(2.7.80)

(2.7.10)式ではwで積分することから、右辺の { }内をwの項とそれ以外の項に分けることを考える。{ }内を展
開して整理すると、

{ } = wTQ−1w −wTQ−1ŵ − ŵTQ−1w + ŵTQ−1ŵ + y2D−1 − yD−1xTw −wTxD−1y +wTxD−1xTw

= wT
(
xD−1xT +Q−1

)
w −wT

(
Q−1ŵ + xD−1y

)
−
(
ŵTQ−1 + yD−1xT

)
w + ŵTQ−1ŵ + y2D−1

= (w − ξ)T
(
xD−1xT +Q−1

)
(w − ξ) + ŵTQ−1ŵ + y2D−1 − ξT

(
xD−1xT +Q−1

)
ξ

= (w − ξ)TR−1(w − ξ) + ∆ (2.7.81)

となり、wの項とそれ以外の項に分けることができた。ここで、

R ≡
(
xD−1xT +Q−1

)−1
(2.7.82)

∆ ≡ ŵTQ−1ŵ + y2D−1 − ξT
(
xD−1xT +Q−1

)
ξ (2.7.83)

ξ ≡
(
xD−1xT +Q−1

)−1 (
Q−1ŵ + xD−1y

)
(2.7.84)

であり、ξの転置は

ξT =
(
Q−1ŵ + xD−1y

)T {(
xD−1xT +Q−1

)−1
}T

=
(
ŵTQ−1 + yD−1xT

) (
xD−1xT +Q−1

)−1
(2.7.85)

であることと、

(w − ξ)T
(
xD−1xT +Q−1

)
(w − ξ) = wT

(
xD−1xT +Q−1

)
w −wT

(
xD−1xT +Q−1

)
ξ

− ξT
(
xD−1xT +Q−1

)
w + ξT

(
xD−1xT +Q−1

)
ξ (2.7.86)

を用いた。この結果を (2.7.10)式に用いると、

p(w|y, z) =
(2π)−

K+1
2 |D|− 1

2 |Q|− 1
2 e−

∆
2 exp

[
−1

2
(w − ξ)TR−1(w − ξ)

]
(2π)−

K+1
2 |D|− 1

2 |Q|− 1
2 e−

∆
2

∫
exp

[
−1

2
(w − ξ)TR−1(w − ξ)

]
dw
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= (2π)−
K
2 |R|− 1

2 exp

[
−1

2
(w − ξ)TR−1(w − ξ)

]
(2.7.87)

となることから、

w|y, z ∼ N(ξ, R) (2.7.88)

であることがいえる。
続いて、ξと Rを変形することで (2.7.30)式 ∼(2.7.33)式を導く。まず ξについては、

ξ =
(
xD−1xT +Q−1

)−1 (
Q−1ŵ + xD−1y

)
=
(
xD−1xT +Q−1

)−1 [(
xD−1xT +Q−1

)
ŵ + xD−1

(
y − xT ŵ

)]
= ŵ +

(
xD−1xT +Q−1

)−1
xD−1

(
y − xT ŵ

)
= ŵ +Qx

(
xTQx+D

)−1 (
y − xT ŵ

)
= ŵ +K

(
y − xT ŵ

)
(2.7.89)

となる。ここでK は

K ≡ Qx
(
xTQx+D

)−1
(2.7.90)

である。上記の式変形では、恒等式 xD−1
(
xTQx+D

)
=
(
xD−1xT +Q−1

)
Qxに左から

(
xD−1xT +Q−1

)−1

を、右から
(
xTQx+D

)−1
を掛けると、(

xD−1xT +Q−1
)−1

xD−1 = Qx
(
xTQx+D

)−1
(2.7.91)

が得られることを用いた。最後に Rについては、

R =
(
xD−1xT +Q−1

)−1

=
(
xD−1xT +Q−1

)−1 [(
xD−1xT +Q−1

)
Q− xD−1xTQ

]
= Q−

(
xD−1xT +Q−1

)−1
xD−1xTQ

= Q−Qx
(
xTQx+D

)−1
xTQ

= Q−KxTQ (2.7.92)

ここで再び (2.7.91)式を用いた。(2.7.88)式を元の表記で書くと

wt|y1:t ∼ N(ξ, R) (2.7.93)

となる。これはwtの時刻 tにおけるフィルタ分布の期待値が ξ、分散共分散行列がRであることを意味するので、
wt|t ≡ ξおよび Qt|t ≡ Rとおく。以上の結果をまとめて元の表記で書くと、

wt|y1:t ∼ N(wt|t, Qt|t) (2.7.94)

wt|t = wt|t−1 +Kt

(
yt − xT

t wt|t−1

)
(2.7.95)

Qt|t = Qt|t−1 −Ktx
T
t Qt|t−1 (2.7.96)

Kt = Qt|t−1xt

(
xT
t Qt|t−1xt +Dt

)−1
(2.7.97)

が得られる。ここでKt ≡ K とした。
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2.8 診断手法 1

2.8.1 概要
診断手法は、前節までに述べた統計手法と異なり、過

去の研究や目的変数の定義から予測式を決定し、ガイ
ダンスの予測値を算出する手法である。診断手法が利
用されるようになった背景には、数値予報モデルの精
緻化や予測精度の向上がある。近年の数値予報は、ガ
イダンスの運用が開始された頃に比べ、統計的な補正
を行わない簡易的な手法でも、実用的な精度を持つガ
イダンスを作成することが可能になってきている。
統計手法と比べて、診断手法は次のような特長を持

つ。

① 観測や数値予報モデルの長期間のデータが不要。
② 観測密度に起因する予測精度の不均一性がない。
③ メリハリの効いた予測が可能。

統計手法では係数を学習するために長期間の観測と数
値予報モデルのデータが必要となるが、診断手法では
係数を学習する必要がないため、長期間のデータの蓄
積は不要 2である（①）。また、統計手法では、係数を
学習するために予測対象とする地点や領域で十分な数
の観測データが必要となるが、診断手法では観測デー
タが少ない海上や上空でも他の地点と同程度の精度を
持つ予測値が得られる（②）。さらに、統計手法では過
去データ全体に対して平均的な誤差が小さくなるよう
に予測式が求まる。その結果、稀な現象の予測頻度は
低くなり、また、MOSの場合には予報時間が長くなる
と予測が気候値に近づいていく (第 2.9節)。これに対
し、診断手法では数値予報モデルの誤差を考慮しない
ため、メリハリの付いた予測が可能となる（③）。これ
は現象の発生頻度や予報時間に応じた予測の不確実性
によらず同じ予測式を適用することで得られる特徴で
ある。
診断手法には統一的な作成手法はなく、予測要素に

応じて手法を開発する必要がある。本節では、診断手
法を利用したガイダンスを例示し、診断手法を利用す
る上での留意事項を述べる。

2.8.2 診断手法を利用したガイダンスの運用
前項で診断手法は過去の研究や目的変数の定義から

予測式を決定することを述べたが、気象庁で診断手法
を利用するガイダンスの多くは、実際にはモデルの予
測特性や観測値に合わせて予測式を調整している。こ
れは診断手法の利点を生かしつつ、数値予報モデルの
系統誤差などを出来るだけ軽減し、ガイダンスの予測
精度の向上を目指すためである。利用するモデルに合

1 後藤 尚親
2 第 2.8.2項で示すように、予測式の調整に数値予報モデル
のデータを利用するガイダンスの場合は、データの蓄積とモ
デル更新時に作業が必要となる。ただしその場合でも統計手
法に比べると、必要なデータの量や作業は少なくて済む。

わせた調整の実際を、MSM視程分布予想を例として
紹介する。
MSM視程分布予想はMSMで予測された降水量、降
雪量、相対湿度、風速から、光の消散率（消散係数 σ）
を求め、これを視程 VIS(= 3/σ)に変換する。詳細は
第 4.9節で述べるが、この消散係数の一つである雲粒に
よる消散係数 σcの予測式は、Gultepe et al. (2006)を
参考にMETAR3 及び SPECI4 の視程とMSMの雲水
量の関係を元に調整した (井藤 2011)。Gultepe et al.

(2006) は測器観測による雲水量 LWC [g m−3] から、
雲粒の消散係数 σc による視程 VISを以下のように見
積もった。

VIS = 3/σc = 0.0219× LWC−0.9603 (2.8.1)

MSM視程分布予想（運用開始時）は、この式を参考
に、MSMの雲水量QC [g kg−1]と観測値の関係から、
以下を予測式とした。

VIS = 3/σc = 0.333×QC−0.9 (2.8.2)

この例のように、診断手法を用いたガイダンスの多
くは、利用するモデルや観測値に合わせて予測式の調
整を行っている。ただし、診断手法で得られる予測式
を用いて予測値の分布や特性を確認するといった簡易
的な調整がほとんどであるため、調整に必要なデータ
は統計手法に比べて少なくて済む。

2.8.3 診断手法の適用例
ここでは診断手法を利用しているガイダンスを紹介
する。なお、各ガイダンスの詳細は第 4章で解説する
ため、ここでは概略を述べるに留める。

(1) 視程分布予想
詳細は第 4.9節を参照。視程分布予想は地上及び海
上の水平視程を面的に予測するガイダンスで、濃霧等
の視程障害の予報に利用されている。視程の観測点は、
気温や雨の観測点に比べて数が少ないため、視程分布
予想の運用を開始するまでは視程障害に関する面的な
予測資料がなかった。しかし、数値予報モデルの改良に
よって地表付近の雲水量が精度よく予測できるように
なり、診断手法による予測が視程障害を予測する際の
参考資料として実用的な精度を持つことが確かめられ
たため、2011年にMSM視程分布予想の運用を開始し
た。視程分布予想はGSM, MSM, LFM5で運用されて
いる。各数値予報モデルの特性を考慮するために、光
消散係数の各要素（浮遊塵 σp、雲粒 σc、雨粒 σr、雪
σs）の予測式をモデルに合わせて調整している (井藤
2011, 2013; 金井ほか 2015; 後藤 2017)。ただし、領域
によって予測式を変えていない 6 ため、例えば、北日
3 航空気象定時観測気象報
4 航空気象特別観測気象報
5 LFM航空悪天 GPVの一要素として作成している。
6 例外として、GSM視程分布予想ではオホーツク海とそれ
以外の領域で予測式を変えている。
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本・東日本太平洋側では霧が多く予測されるが、南シ
ナ海では霧の予測が少ないといった問題がある。

(2) 降水種別ガイダンス
詳細は第 4.3節を参照。降水種別ガイダンスは雨、雨

か雪、雪か雨、雪の 4つの降水の種別を予測するガイ
ダンスである。降水の種別を観測する地点は少ないが、
面的な天気ガイダンスや最大降雪量ガイダンスには面
的な降水種別の予測が必要であることから診断手法が
用いられている。降水種別の判別には柳野 (1995)の地
上気温と相対湿度で降水種別を判定する雨雪境界線を
基に、2004年から 2008年の 5年間の冬季の 51の気象
官署の観測データを対象に調整を行った結果を利用し
ている。
降水種別ガイダンスは、実況の気温と相対湿度から

作成した雨雪境界線に数値予報モデルの系統誤差を補
正した格子形式気温ガイダンスと数値予報モデルの相
対湿度を入力し、上空の気温等で補正することで降水
種別を予測している。相対湿度については数値予報モ
デルの予測値をそのまま利用しているため、系統誤差
が補正されていない課題がある。

(3) 着氷指数
詳細は第 4.12節を参照。着氷指数は航空悪天 GPV

で算出している要素の一つで、航空機への着氷を予測
する指数である。飛行中に発生する着氷の予測には過
冷却水滴の有無やその量が重要になるが、数値予報モ
デルで過冷却水滴を正確に予測することは現状ではま
だ難しい。また、航空機による着氷の事例数が極端に
少ないことから、一般的な統計手法を利用することは
難しい。そこで過去の気温と着氷頻度及び湿数と着氷
頻度の調査に基づき着氷指数を開発し運用している (工
藤 2008)。この指数は数値予報モデルの気温・湿数と
観測された着氷頻度の関係を関数で当てはめ、2つの
関数を掛けあわせて予測式を作成している。予測式の
作成にモデルの気温と湿数を用いることで、利用する
モデルに適した予測式となるように調整している。

(4) 積乱雲量・積乱雲頂高度
詳細は第 4.13節を参照。積乱雲量・積乱雲頂高度は

航空悪天 GPVで算出している要素の一つで、パーセ
ル法に基づいて、数値予報モデルの気温や相対湿度な
どから積乱雲の雲量と雲頂高度を算出している。空域
予報においては陸上だけでなく海上も含めた領域での
予測が必要であることや、積乱雲の雲量や雲頂高度の
実況を面的に入手することが出来ないことから、診断
手法を用いて積乱雲の予測を行っている。

(5) 圏界面
圏界面は航空悪天 GPVで算出している要素の一つ

で、高層気象観測指針にある気圧と気温を用いた第一
圏界面の定義を元に、モデルの気圧と気温から算出し
ている。圏界面の実況は高層観測地点でしか得られな

いが、航空機の運航を支援するためには面的な予測が
必要となるため、診断手法により圏界面の気圧などを
面的に算出している。

2.8.4 利用上の留意点
診断手法は過去の研究や目的変数の定義に基づく予
測手法であり、統計手法を利用する場合と比べて、長
期間のデータ蓄積が不要、観測データが少ない地点や
領域での予測が可能、メリハリのある予測が可能、と
いう利点があることを述べた。一方で、診断手法には
以下のような問題点もある。

① 数値予報モデルの系統誤差を補正できない。
② 予測対象地点や時刻ごとの誤差特性を反映した予
測式を作成することが難しい。

③ 数値予報モデルの特性が大きく変わった場合に予
測精度の低下や予測特性の変化が起きる可能性が
ある。

①については、本節で述べたように、モデルごとに予
測式を調整することである程度の系統誤差を取り除く
ことができる。ただし、予測式を調整しすぎると③の
問題も生じる。降水種別ガイダンスで行っているよう
に、数値予報モデルを入力とする代わりに、系統誤差
が補正されたガイダンスを利用することで解決できる
場合もあるが、視程分布予想における雲水量や積乱雲
予測における上空の気温や相対湿度など、多くの場合
はガイダンス値が得られない。このため診断手法では、
同じモデル予測値を利用するとしても、可能な限り系
統誤差の少ないデータを入力とすることが望ましい。
②は診断手法にとってはデメリットであり、これを解
決するには、多くの観測データを入手して統計手法を
利用する必要がある。③について、同様のことは統計
手法を用いたガイダンスでも起こりうるが、例えば第
3.2節で述べるように、統計手法の場合にはモデル更新
時に長期間の再予報を実施して係数を再学習すること
で、更新前と同程度の予測精度を得られる場合が多い。
診断手法でも、係数を調整することで予測精度の低下
を回避・軽減することは可能であるが、係数の調整の
みでは十分な予測精度が得られない場合がある。この
ような場合には予測手法自体の大幅な見直しも必要に
なる。診断手法によるガイダンスを開発・運用するに
当たっては、これらの点に留意が必要である。
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2.9 頻度バイアス補正 1

2.9.1 はじめに
頻度バイアス補正は、予測頻度を実況頻度に合わせ

るように予測値を補正する CDF (Cumulative Distri-

bution Function; 累積分布関数)マッチング 2の一手法
である。気象庁では予測頻度の実況頻度に対するバイ
アスを補正する手法という意味で「頻度バイアス補正」
という名称で呼んでいる。海外の気象機関でもバイア
ス補正または quantile mapping (Maraun 2013)と呼
ばれている。
気象庁のガイダンスには、1996年 3月、降水量ガイ

ダンスにカルマンフィルタ (KF)を導入した際に合わ
せて導入された (國次・藤田 1996; 藤田 1996)。KFの
導入と同時に導入されたが、KFの手法に問題があっ
て導入されたわけではなく、線形重回帰 (MLR)を手法
として使っていた際にも課題であった大雨の予測頻度
が少ない点を修正するために導入されている。その後、
頻度バイアス補正は降水量ガイダンス以外にも適用さ
れ、2018年現在、風ガイダンス、視程ガイダンス、降
雪量地点ガイダンス、雲ガイダンスにも使われている。
これらのガイダンスではいずれも KFまたはニューラ
ルネットワーク (NN)の後処理として頻度バイアス補
正が行われている。
ここでは、頻度バイアス補正がガイダンスの後処理

として何故必要かを解説し、その後、気象庁での頻度
バイアス補正の具体的な手法及びその逐次更新の手法
を解説する。最後にまとめとして気象庁以外での利用
について簡単に述べる。

2.9.2 頻度バイアス補正の必要性
例えば降水量の実況頻度は弱い降水に偏っており、強

い降水の頻度は極端に少ない。このような場合に、予
測の誤差を減らそうとすると、頻度の多い弱雨のデー
タを重視した予測となる。図 2.9.1に予測式と、各説明
変数における誤差の頻度分布のイメージを示した。弱
雨の頻度が多いことにより、①弱雨を予測する所で誤
差の頻度分布のピークが大きくなること、②誤差分布
は正規分布ではなく、弱雨側にピークがあり、この誤
差分布に引きずられて予測式は弱雨側に設定される 3。
また、気象予測の場合は低気圧等の擾乱の位置ずれな
どで誤差が生じ、同じ説明変数でも実況は大雨と弱雨
となる場合があるため、予測は中間的な値となって、大
雨が予測されにくくなることも原因の一つと考えられ

1 高田 伸一
2 2つの母集団があり、片方の頻度分布をもう片方の頻度分
布に合わせるように値を補正する手法。以下で説明する手法
の他に、変換係数で合わせる手法 (幾田 2017)がある。
3 KF は観測ノイズが正規分布に従うことを仮定しており、
この仮定が成り立っていない影響が出ているとも言える。今
後は目的変数を変換したり、正規分布を仮定しない他の手法
の導入を検討する必要がある。

説明変数

目的変数
（例.降水量）

予測式

予測式の
誤差分布 大雨（データ数少）

弱雨（データ数多）

A
同じ説明変数でも
大雨と弱雨になる

図 2.9.1 頻度が偏った目的変数を予測した場合の予測式と、
その誤差の頻度分布のイメージ。説明変数を 1個と仮定し
た場合の例。青の丸は個々の説明変数と目的変数のデータ、
青のハッチの分布は予測式の各説明変数値での誤差の頻度
分布（横軸側に頻度分布）イメージを示す。

る（図 2.9.1の A）。
図 2.9.2に、風ガイダンスの場合における、頻度バイ
アス補正前と後の予測頻度と実況頻度を示す。補正前
は、頻度の多い弱風の予測頻度が実況頻度より多く、頻
度の少ない強風の予測頻度は実況頻度より少なくなっ
ていることがわかる。強風の予測が実況より頻度が少
ないということは、見逃しが多いことを意味するため、
防災気象情報の作成を支援するガイダンスとしては問
題となる。これに対し頻度バイアス補正後は、実況と
予測の頻度が概ね一致し、強風の予測事例が増えてい
る。図 2.9.3には同じ風ガイダンスの予測と実況の散
布図を示した。頻度バイアス補正前には弱めに予測さ
れていること、頻度バイアス補正後は風速を強くする
ように補正が行われていることがわかる。風速を強く
することによって、強風の捕捉率が上昇しており（赤
のハッチ部分）、防災気象情報にとってはより有効な予
測となっている。一方、頻度バイアス補正は実況の頻
度に合わせるように風を強めに補正するため、空振り
も増えている（青のハッチ部分）。

2.9.3 頻度バイアス補正の手法
頻度バイアス補正の手法は単純で、予測の頻度が実
況の頻度と合うように予測値を補正するだけである。
図 2.9.4は、風ガイダンスを例とした、CDFマッチン
グとしての頻度バイアス補正のイメージ図である。補
正前のガイダンスは弱風の頻度が実況より多く、強風
の頻度が少ないため、累積した頻度分布である CDF

は実況の CDF より左側にある。その予測の CDF を
実況の CDFに補正する手法が頻度バイアス補正であ
る。つまり、図中に示した太矢印のようにガイダンス
（補正前）の出力値を上方補正し、実況の CDFに合わ
せる。図 2.9.5に風ガイダンス（定時風）等で実際に
使われている頻度バイアス補正の方法を示す。頻度バ
イアス補正では、観測値と予測値に数個の閾値を設定
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図 2.9.2 風ガイダンス（定時風）の予測頻度と実況頻度。上
が頻度バイアス補正前、下が頻度バイアス補正後。1997年
12月から 1998年 2月の全アメダス地点の合計。
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図 2.9.3 風ガイダンス（定時風）の実況と予測の散布図。上
が頻度バイアス補正前、下が頻度バイアス補正後。図 2.9.2
と同じ 1997年 12月から 1998年 2月の全アメダス地点の
データを元に作成。下の赤のハッチ部分は、頻度バイアス
補正によって 10 m/s以上の風の捕捉率が増えたことを示
す。青のハッチ部分は逆に 10 m/s以上の予測の空振りが
増えたことを示す。緑線は観測とガイダンスの回帰直線を
示す。

し、各カテゴリでの頻度が等しくなるように補正を行
う。風ガイダンスの場合は、観測側に 4つの閾値（2.5,

5.5, 9.5, 13.0 m/s）を設定し、カテゴリを 4つに分け
る。その 4つのカテゴリ毎に観測の頻度を数え、それ
と同じ頻度となる予測側の閾値を計算する。この例の
場合は 4つの観測側の閾値に対応し、4つの予測側の
閾値（1.9, 3.8, 7.1, 9.8 m/s）を計算で求めている。こ

風速 (m/s)

実況のCDF
100%

0%
<10m/s

ガイダンス（補正前）のCDF

頻度バイアス補正

<5m/s
図 2.9.4 風ガイダンスを例とした、実況の CDF（累積分布
関数）、補正前のガイダンスの CDF 及び頻度バイアス補
正のイメージ。

観測側
(設定) 

頻度

2.5 5.5 9.5

1.9 3.8 7.1 100

(80) (15)
風速
(m/s)

(80)

Ⅰ Ⅱ Ⅳ

(15)

頻度バイアス補正（例） 8.0m/s → 10.2m/s

13.0

Ⅲ

(30)

(30)

(5)

(5)

9.8

100

予測値側
(計算) 8.0

10.2

風速
(m/s)

← カテゴリⅤ

図 2.9.5 風ガイダンス等で実際に使われている頻度バイア
ス補正の手法。観測側の閾値（青色）を設定して各カテゴ
リ（緑色）に分け、その各カテゴリの頻度と同じになるよ
うに予測値側の閾値（赤色）を計算する。頻度バイアス補
正は太矢印（薄青色）のように行う。

の両方の閾値に沿って例えば予測値が 7.1 m/sであれ
ば 9.5 m/sに補正する。途中の 8.0 m/sであれば線形
補間で 10.2 m/sと補正値を決定する。なお、この例で
は一番右側に補正を行う上限値として 100 m/sが設定
してある。この上限値以上では補正を行わず、ガイダ
ンス（補正後） = ガイダンス（補正前）とする。
頻度バイアス補正を行う場合に留意すべき点として、
各カテゴリに含まれるサンプル数が少なくなりすぎな
いように閾値を設定することが挙げられる。サンプル
数が少ない状態で CDFマッチングすると、過大な予
測がされる可能性がある。図 2.9.4の 100%近いところ
（図の上部）では補正量が大きく、またわずかな頻度の
違いで CDFの線が変わる所でもある。強風、大雨等
の予測に大きな影響を与えることから、無理な補正と
ならないよう、サンプル数に十分気をつけて観測側の
閾値を設定する必要がある。

2.9.4 頻度バイアス補正の逐次更新
逐次学習型ガイダンスの場合には、前項で説明した
予測側の閾値を逐次更新する。KFや NNで予測式の
係数が更新する際に、頻度バイアス補正の予測側の閾
値も同時に更新する。閾値更新のイメージ図を図 2.9.6

に示す。頻度バイアス補正では、予測値と観測値のカ
テゴリが異なった場合に予測側の閾値を更新する。観
測値の方が低いカテゴリに入った場合は予測側の閾値
を上げるように、観測値の方が高いカテゴリに入った
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観測側
(固定) 

← カテゴリ

2.5 5.5 9.5

1.9 3.8 7.1 100

風速
(m/s)

Ⅰ Ⅱ Ⅳ

13.0

Ⅲ

9.8

100

予測値側
(変動)

風速
(m/s)

例1）観測がⅠ、予測がⅡのカテゴリーの場合 予測閾値1.9m/s を上げる
例2）観測がⅤ、予測がⅢのカテゴリーの場合予測閾値7.1,9.8m/sを下げる

Ⅴ

図 2.9.6 風ガイダンスを例とした、頻度バイアス補正の逐
次的な更新方法。丸（赤、紺）は新しい予測と観測の事例
を示し、矢印（赤、紺）はその時の予測値側閾値の修正の
方向を示している。その他は図 2.9.5に同じ。

場合は予測側の閾値を下げる。この閾値をどの程度変
化させるかは、ガイダンスの予測精度を調べながら調
整して決めている。図の紺色の例のように、カテゴリ
が 2つ以上ずれた場合には、その途中の閾値を全て更
新する。また、あるカテゴリの予測値側の閾値を変化
させる場合に、その上下の閾値を越えないように調整
を行う。閾値を下げる場合と上げる場合で、閾値を変
化させる割合は同じ値が用いられることが多いが、降
水量ガイダンスでは同じ割合とすると大雨の予測頻度
が過剰になるため、予測値の閾値を上げる割合の方が
多い設定としている (白山 2017)。

2.9.5 アンサンブル平均での頻度バイアス補正の
利用

上記では、実況の頻度に偏りがある場合の対策とし
て、頻度バイアス補正を利用することを説明した。一
方、アンサンブル予報のメンバーの予測を平均すると、
同じように強雨や強風の頻度が減る。なぜなら、例え
ば頻度の少ない強雨域は通常狭く予測されるため、強
雨域が異なった予測を平均すると、強雨と弱雨の平均
値となり強雨のピークが減るからである。また、メン
バー間の強雨の時間的なずれによっても強雨のピーク
が減る。この平均によって降水量の誤差は減るかもし
れないが、全体的に鈍った予測となり、強雨の予測が
出にくくなる。このようなアンサンブル平均の問題点
を補正するためにも、頻度バイアス補正が使われてい
る。例えば、第 1.4 節で説明した米国気象局の NBM

（National Blend of Models）の降水量予測においては、
多くの予測が結合された後に、頻度バイアス補正（論
文中では quantile mapping）によって大雨が予測され
るように補正されている (Hamill et al. 2017)。また、
第 5.1節で説明する、開発中の LFM降水量ガイダンス
でも、初期値アンサンブルを行った後に頻度バイアス
補正を行う予定である。

2.9.6 海外での状況
米国気象局では、風ガイダンスにおいて強風の予測が

出にくいことから、風速のバイアス補正として inflation

という方法を 1975年から利用していた (Schwartz and

Carter 1982)。ただし、この手法は頻度バイアス補正

ではなく、MLRで予測式を作成した際の重相関係数R

（第 2.4節）を使って以下のように風速を強めに補正し
ていた。

Safter = Smean +
Sbefore − Smean

R
(2.9.1)

ここで Safterは補正後の風速、Sbeforeは補正前の風速、
Smean は重回帰分析を行った期間の平均風速であり、
Sbeforeが Smeanより小さい場合は補正を行わない。こ
の手法は重相関係数Rが大きい（予測精度が高い）場
合は補正を小さく、Rが小さい（予測精度が低い）場合
は補正を大きくする手法である。図 2.9.1で予測式の誤
差分布のイメージを示したが、予測精度が低いと（誤
差が大きいと）、中間的な予測となりやすく強風がより
予測されにくくなるため、このような予測精度を考慮
した補正方法が有効だったと考えられる。なお、2018

年現在はこの手法でなく、予測と実況を比較し、その
差を逐次的に計算した量を inflationとして風速を増大
する手法が使われている (Glahn et al. 2014)。
フランス気象局では、WMOの Technical Progress

Reportによると風速、降水量ガイダンスにおいてモデ
ル予測値を校正 (Calibration) していると記述されて
いるなど頻度バイアス補正を利用しているようである
が、具体的な手法は不明である。
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2.10 その他の統計手法 1

本節では第 2.4節 ∼第 2.9節で述べた手法以外の統
計手法について、その一部を簡単に紹介する。本節で
述べる統計手法はいずれも 2018年現在の気象庁のガ
イダンスには利用されていないが、海外気象機関のガ
イダンスでは利用されている手法もあり、今後新たな
統計手法を導入するに当たって候補となりうる手法で
ある。

2.10.1 決定木
決定木はフローチャートのように設定した説明変数

の閾値によって、事象（晴、曇、雨など）をいくつか
のクラスに分類する手法である。例えば図 2.10.1の左
図のように、2つの説明変数 x1と x2を用いて現象あり
（○）となし（×）を分けることを考える。このとき閾
値 θ1 ∼ θ3 を用いると、右図のような判別により現象
のあり・なしを分類できる。図からわかるように、決定
木では分類するクラスが線形分離不可能な場合でも判
別可能である。予報作業で用いられるフローチャート
は過去の事例を元に開発者が分類方法や閾値を決定す
る場合が多い 2 が、決定木ではそれを統計手法によっ
て行う。決定木は主に分類問題に利用されるが、連続
値に対する回帰を行うこともできる。回帰の場合には、
分類された結果に属する学習データの平均値を出力値
とする。このため出力される値は離散的な値となる。
決定木で分類方法を決定する代表的なアルゴリズム

にCART(Breiman et al. 1984)やC4.5(Quinlan 1996)

がある。これらは以下の手順で分類を行う。

1. 全ての学習データに対して設定した誤差関数が小
さくなるようにデータを 2分割する

2. 分割されたデータに対して誤差関数が小さくなる
ようにデータをさらに 2分割する

3. 設定した停止条件（分岐の数や階層の数など）が
満たされるまで手順 2を繰り返す

4. 過学習を防ぐため、設定したパラメータに基づい
て分岐を剪定する

決定木では最上位の分岐をルート、各分岐をノード、最
下位の判別結果をターミナルノードと呼び、各ノード
に含まれる学習データの数を例題と呼ぶ。誤差関数と
しては負のエントロピーやジニ係数 3などが用いられ、
2つに分けたデータの不純度が低くなるように（片方
のクラスのデータが多く含まれるように）データが分
割される。手順 4の分岐の剪定では、ターミナルノー
ドの数や階層の数などに比例したペナルティー項を誤

1 工藤 淳
2 このためフローチャートは “subjective decision tree”（主
観的決定木）とも呼ばれる。
3 あるノードに含まれる例題を 2つに分割する割合を pとし
たとき、負のエントロピーは p ln p + (1 − p) ln(1 − p)、ジ
ニ係数は 2p(1− p)となる。

OT1

��

��

��

�� ��

�� > ��

�� > �� �� > ��

�� > ��

Yes

Yes Yes

Yes No

NoNo

No
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(14)(11)
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図 2.10.1 決定木での分類の例。○は現象あり、×は現象な
しを表す。括弧内の数字は各ノードに含まれる例題（学習
データ）の数。

差関数に加えることで、分類精度への影響の小さい分
岐を剪定（削除）する。
決定木のメリットとして、判別の過程が理解しやす
いことと、線形分離不可能な場合でも判別可能である
ことが挙げられる。デメリットとしては、判別結果の分
散が大きいことが挙げられる。このことは、学習デー
タが少し変わっただけで分割方法が変わってしまうこ
とを意味する。特に上位の階層で分割が変わるとそれ
以下の階層にも影響が伝播するため、決定木の構造が
大きく変化してしまう。これは予測精度の低下を招く
要因となる。

2.10.2 集団学習
線形重回帰やロジスティック回帰、ニューラルネット
ワークなどの統計手法は、目的変数と説明変数の関係
を学習する機械（学習器）といえる。これらの学習器
に説明変数を与えると予測値が得られる。ガイダンス
の予測精度を向上させようとした場合、表現能力の高
い学習器を用いることもできるが、そのような学習器
は一般に計算コストが高く、またチューニングのため
のパラメータも多くなる。そこで、表現能力は低いが
計算コストやパラメータの少ない学習器を多く作成し、
それらを組み合わせることで予測精度を向上させよう
という手法が集団学習である。集団学習はそれ自体は
学習器ではないが、回帰手法や分類手法の精度を大き
く向上させる可能性のある手法である。代表的な集団
学習にバギング、ブースティング、ランダムフォレスト
がある。

(1) バギング
バギング 4(Breiman 1994)では以下の手順で予測を
行う（図 2.10.2）。

1. N 個の学習データからブートストラップ法（第
2.3.12項）でサンプル数 N の学習データを R組
生成する

2. R組の学習データに元の学習データを加えたR+1

組の学習データに対して、ある一種類の統計手法
（線形重回帰や決定木など）を用いて R + 1個の

4 Bagging, Bootstrap AGGregatINGの略。
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データ学習

予測

図 2.10.2 バギングによる予測の模式図

予測式を作成する
3. R + 1個の予測式を用いて予測を行い、予測対象
が連続値（回帰）の場合には各予測の平均を、ク
ラス分類の場合には最も多く予測されたクラスを
予測値とする

バギングは手法がシンプルであるため導入が容易であ
り、また各学習データに対する予測式作成を並列に実
行できるため比較的短時間で学習することができる。
学習器として回帰を利用した場合には、複数の予測式
で予測する代わりに係数の平均を用いて予測を行えば
よいため運用も容易である。
バギングでは、学習に使用するデータはランダムに

選ぶことになるため、各ブートストラップ標本ごとに
約 1/3のデータは学習に使用されないことになる 5。こ
のことを利用すれば、交差検証と同様の効果が得られ
る。具体的には、学習に使用されなかったデータを検
証データとして各ブートストラップ標本について予測
精度を求め、それを全標本で平均する。これをOut-Of-

Bag (OOB) 推定といい、OOB推定に用いられる標本
を OOB標本と呼ぶ。
バギングは学習データが十分には得られない場合ほ

ど予測精度改善の効果が大きいと考えられる。第 2.4.5

項で述べたように、学習データが少ない場合には係数
の分散が大きく（推定の精度が低く）なり、そのこと
が予測精度を低下させる要因となっている。バギング
では精度の低い予測を平均することで係数の推定精度
を高めることができる。

(2) ブースティング
ブースティング (Kearns and Valiant 1994)は精度の

低い学習器（弱学習器）を逐次的に組み合わせること
で、精度の高い予測を行う手法である。ここでは代表
的な 2クラス分類に対するブースティングの手法であ
る AdaBoost(Freund and Schapire 1997)について述
べるが、ほかにも多クラス分類に対する AdaBoostの

5 N 回のサンプリングで、あるデータが一度も選ば
れない確率は (1− 1/N)N であり、N が大きい場合は
limN→∞ (1− 1/N)N = e−1 ≃ 0.368

拡張であるAdaBoost.M1, AdaBoost.M2 (Freund and

Schapire 1997), AdaBoost.MH (Schapire and Singer

1999)や、ロジスティック回帰に適用した Logit Boost

(Friedman et al. 2000)など様々な拡張手法が提案され
ている。
バギングでは学習データから均一な割合でサンプリ
ングすることで新たな学習データを生成したが、Ad-

aBoostでは判別できなかったデータほど抽出されやす
いように重みを付けることで、誤差が大きいデータを
重点的に学習するようにする。ただし実際には重みに
応じてサンプリングするのではなく、弱学習器を重み
に応じて選択することでサンプリングに代えている。
今、N 個の学習データ (y1,x1), · · · , (yN ,xN ) と

M 個の弱学習器 fm (m = 1, · · · ,M) があるとする。
各 xはK 次元の説明変数ベクトル、yn は目的変数で
−1または +1である。fm としては、例えば k番目の
説明変数を 1つだけ用いた、1階層しかない決定木（閾
値 θm）などが用いられる。

fm(xnk) = sgn(xnk − θm) (2.10.1)

このような弱学習器の集合 {f1, · · · , fM}をF とする。
最終的に求めたいものは、弱学習器を重み βで線形結
合した F (x) =

∑M
m=1 βmfm(x)である。ここでは F

を判別関数と呼ぶことにする。AdaBoostによる繰り
返し学習のステップ数を r = 1, · · · , Rとし、r回目の
学習ステップでの判別関数を Fr、重みを wn,r と書く。
AdaBoostでは以下の手順で判別関数を求める。

1. 重みの初期値 wn,0 は全て 1/N、判別関数の初期
値は F0(x) = 0とする。

2. 学習ステップ r = 1, · · · , Rについて以下の手順
3 ∼ 4を繰り返す。

3. F の中から以下の誤り率 εr が最も小さい弱学習
器を選択し、それを gr とする。

εr(f) =
N∑

n=1

wn,rI [f(xn) ̸= yn] (2.10.2)

gr(xn) = argminf∈F εr(f) (2.10.3)

ここで関数 I[ ]は [ ]内の条件が真ならば 1、偽な
らば 0を返す関数である。

4. 次式により重みと判別関数を更新する。

wn,r+1 =
exp [−Fr(xn)yn]

Zr+1
(2.10.4)

Fr(xn) = Fr−1(xn) + αrgr(xn) (2.10.5)

Zr+1 =

N∑
n=1

exp [−Fr(xn)yn] (2.10.6)

αr =
1

2
ln

1− εr
εr

(2.10.7)

5. 判別関数をF = FRとし、F (x)または sgn(F (x))

を出力する。
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図 2.10.3 ランダムフォレストと CARTを用いた決定木に
よるオゾン濃度の推定。横軸は統計ツール R のパッケー
ジ “ earth ” に含まれている、ロサンゼルスで観測された
オゾン濃度の日最大値、縦軸は同データセットに含まれて
いるロサンゼルスの地上の風や湿度などの観測値を説明変
数として回帰を行った場合の推定値。

ブースティングは重みを逐次的に学習するため、並列
実行可能なバギングと比べて計算に時間が掛かるとい
うデメリットはあるが、バギングよりも予測精度が高
くなる傾向がある。

(3) ランダムフォレスト
ランダムフォレスト (Breiman 2001)は、決定木の集

団学習法の一種で、集団学習の方法としてはバギング
を採用している。ランダムフォレストではブートスト
ラップ法でサンプリングした複数個の学習データに対
して決定木で学習を行うが、決定木の学習とは以下の
点が異なる。

• 学習に利用する説明変数は、全ての説明変数（K
個）を使うのではなく、ランダムに抽出された K̃

個だけ利用する。分類の場合には K̃ = K/3、回
帰の場合には K̃ =

√
K が推奨されている。

• ターミナルノードの例題の数は、分類の場合は 1

個、回帰の場合は 5個が推奨されている。
• 決定木では過学習を防ぐために剪定を行うが、ラ
ンダムフォレストでは行わない。

ランダムフォレストの予測はバギングと同様に、分類
の場合には各クラスに分類された例題の割合を、回帰
の場合には平均値を用いる。
図 2.10.3は、統計ツールRのパッケージ “ earth ”に

含まれている、ロサンゼルスで観測されたオゾン濃度
の日最大値を、地上の風や湿度などの観測値を説明変
数としてランダムフォレストとCARTによる決定木で
回帰を行った結果である。回帰の場合、ランダムフォ
レストと決定木はいずれも離散的な値をとるが、ラン

��

��

Aのマージン

A

B

other4

図 2.10.4 サポートベクターマシンでのマージン最大化の模
式図。x1, x2 は説明変数、○と□は分類したい 2つのクラ
ス、● と■ はサポートベクターを表す。

ダムフォレストでは複数の決定木を用いて回帰を行う
ため、連続値に近い推定値が得られている。またラン
ダムフォレストの方がばらつきが小さく推定の精度が
高い。
ランダムフォレストは決定木のシンプルさを保持し
つつ、予測精度が低い問題を解決している。またOOB

推定を用いることで、学習データだけを用いて予測デー
タに対する精度を推定できるほか、説明変数の重要度
(Gregorutti et al. 2017)を評価することもできる。そ
の方法は以下のとおりである。まず OOB標本を用い
て予測誤差を評価する。各 OOB標本の誤差の平均値
を EOOB とする。続いて、OOB標本の中の k番目の
説明変数をランダムに入れ替えて同様に予測誤差を評
価する。このときの各 OOB標本での予測誤差の平均
値を E

(k)
OOB とする。k番目の説明変数の重要度 Jk は、

Jk = E
(k)
OOB − EOOB (2.10.8)

と定義される。入れ替えた説明変数の重要度が高いほ
ど説明変数を入れ替えたことによる誤差が大きくなる
ため Jk が大きくなる。

2.10.3 サポートベクターマシン
サポートベクターマシン (Vapnik and Lerner 1963)

は、クラス分類や回帰、パターン認識に用いられる統
計手法の一つであり、優れた判別能力を持つことが知
られている。サポートベクターマシンの特徴として、
マージンを最大化するようにクラス分類を行うことと、
カーネル法 (Boser et al. 1992)を用いることで線形分
離不可能な場合でも適用できることが挙げられる。
サポートベクターマシンでクラス分類を行う例を図

2.10.4に示す。図の○と□が分類したい 2つのクラス
で、x1, x2 は説明変数である。この場合 2つのクラス
を直線で分離する方法は、例えば図中にAとBで示し
た直線など無数に存在するのだが、サポートベクター
マシンでは直線に最も近い各クラスの点との距離（こ
れをマージンと呼ぶ）が最大になる直線を選択する。
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図 2.10.5 線形分離不可能なデータを高次元に射影すること
で線形分離可能になる例

図の例では青線で示したAの直線が選ばれることにな
る。このようにすることで 2つのクラスが最も明確に
分離されるとともに、直線Aを決定しているのは図中
に● と■ で示した 3点のみであり、元のデータと比
べて非常に少ない数のデータでパラメータが決定され
ることになる。● と■ のように直線を決定するデー
タをサポートベクターと呼ぶ。
この例では一本の直線で誤りなく分離できているが、

実際の問題では線形分離できるとみなせるような場合
であったとしても、○の一部は□側に、□の一部は○
側に含まれる場合が多いだろう。このような場合には、
多少の誤りを許してマージンを決定することになる。
これをソフトマージンという。
ソフトマージンを用いたとしても、そもそも線形分

離不可能な場合にはクラス分けすることはできない。
そこでサポートベクターマシンではカーネル法が利用
される。カーネル法では元のデータを高次元空間に射
影することで線形分離不可能なデータでも線形分離可
能にすることができる。図 2.10.5に簡単な例を示す。
この図で x1–x2平面上にある青四角と赤丸は一本の直
線で分けることができない。すなわち線形分離不可能
である。カーネル法ではこれを z方向を含むような元
の空間よりも高次元の空間に射影する。射影した空間
上では元の青四角と赤丸は黒四角と黒丸のようになり、
線形分離可能になる。ただし高次元に射影しただけで
は計算量が増えてしまうため、射影したデータをその
まま利用するのではなく、射影したデータの内積をカー
ネル関数に置き換えるという処理を行う。

2.10.4 拡張カルマンフィルタ
第 2.7節で述べたように、カルマンフィルタは線形・

ガウス状態空間モデルに基づく手法であり、システム
モデルや観測モデルが非線形である場合には適用する
ことができない。そこで、非線形項を 1次の項までで
テーラー展開して線形化することで非線形関係も扱う
ことができるようにする。ここではガイダンスのカル
マンフィルタにおいて、観測モデルが非線形である以

下の状態空間モデルを考える。

wt = wt−1 + ut (2.10.9)

yt = ft(wt) + vt (2.10.10)

変数や添字の定義は第 2.7節を参照していただきたい。
ガイダンスで予測を行う時点でのwtの最適な推定量は
一期先予測の係数wt|t−1であるから、ft(wt)をwt|t−1

のまわりでテーラー展開する。

ft(wt) ≈ ct|t−1 + f ′
t
T
(wt|t−1) wt (2.10.11)

ct|t−1 ≡ ft(wt|t−1)− f ′
t
T
(wt|t−1) wt|t−1

(2.10.12)

ここでf ′
tは ftの1階微分でwtと同じK次元ベクトル、

ct|t−1は非確率変数である。上式を用いると、(2.10.10)
式は、

yt − ct|t−1 = f ′
t
T
(wt|t−1) wt + vt (2.10.13)

となり、ガイダンスのカルマンフィルタの観測方程式
(2.7.4)において、yt → yt − ct|t−1、xt → f ′

t(wt|t−1)

とした線形モデルとみなすことができる。この場合、
ガイダンスのカルマンフィルタとの違いはフィルタの
式のみである。

νt = yt − ft(wt|t−1) (2.10.14)

Qt|t = Qt|t−1 −Ktf
′
t
T
(wt|t−1)Qt|t−1 (2.10.15)

Kt =
Qt|t−1f

′
t(wt|t−1)

f ′
t
T (wt|t−1)Qt|t−1f

′
t(wt|t−1) +Dt

(2.10.16)

これらの式を用いることで、観測モデルが非線形関数
で表される場合でも、カルマンフィルタと同様に係数
を更新することができる。カルマンフィルタの場合に
は係数の初期値は乱数や 0などの適当な値で問題なかっ
たが、ここではwtがwt|t−1に近いと仮定して近似し
ているため、係数の初期値は何らかの方法（y = f(w)

を用いた非線形回帰など）で見積もった真値に近い値
に設定する必要がある。
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