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平面波の反射屈折に伴う Energyの移動長

宇佐美竜 J 夫料

Reflection， Refraction and Energy-Flow ofPlane Waves. 

Tatsuo USAMI 

Seismological Section， C.M.O. 

TraIismission of energy flux of plane waves when it reflects and refracts at. a， plane' 

boundary is considered. First， from the boundary conditions we deduce the equation of 

continuity of energy flux， whkh contains so called Knott's theorem of partition of energy. 

On the other hand， Knott's theorem says queerly that the energy of refracted wave 

with ang1e Of¥Tefradion larger than 900 becomes ze旨o. This point can be avoided by applying 

the equation of' continuity of eaergy flux here proved， for example， to the problem of free 

surface disturbed by SV plane wave. of shock type， and in this case we prove that the energy 

flux 'of reflected Sand refracted P waves can be divided into two respective1y， the former' 

parts of both P and S waves satisfy the， continuity equation of ene~gy flux with that of the 

incident SV wave， and the rests a1so satisfy the same one independently of the incident wave. 

~ 1. 平面波の反射属折の計算は C..G. Knott(l)以来，多くの先輩が手をつけられている。そ

れを調べてみると，振|幅係数を計算したもの(3)と，入射波に対する反射なよび屈折波CDenergyの

比~計算したものくりに分けられる。後者は Blut または Knött CD energy分担。式(りといわれ

るものを基礎にしている。とれば境界面には力が作用しないから energy-fluxは連続でなければな

らないというととから容易に導かれる。しかし，との式は eptd二いう型の波に使われると，いろい

ろ矛盾が現れてくる。屈折波の屈折角が 900

以とvr.なると，屈折波は入射波から energy を受け

取らないというのもその一例である。 →方自由表面に沿ける反射屈折でも衝撃波を考えると，思

いがけない訟もしろい性質があるとともわかっているく5)。そとで，ーと述の矛盾は衝撃波を考えたら

どのように解決されるかを考えるととにするまず， energy-flux 

について，もっと一般的に考えるととから始めよう O

~ 2. Fig. 1のように 2次元の場合を考える。 とのときには，

図に示すように 8種の波を考えるととができる。と Lで便宜上，

z方向に忠型に変 化 す る 波 を S型の波， exponential型に変

化する波を E 型の波とよぶととにする。

持 ReceivedApr. 9， 1954 

問中央気象台地震課

ー，-- 1 ，--

z 

Fig.ι1 



36 !~，免震 11寺報 19 巻 2 号

また，各弾性体の中でA=μ とする。運動方程式は

で， また，

U-jY企+豆土 ω一三金一 δψ
OX . OZ' OZ OX 

02ψ 
ρ空竺吟!写与=(川川山2μρ川〉oi'"目 ，oi2 

h2=ρp2/(λ寸2μ)， k2=pt2/μ 

(1) 

(2) 

(3) 

と1なき，解として e!fCx士alZ-lの，ei!Cx士βz-pのをとり，その虚数部だけを考えるo したがって，

h'2=f2(1+α2)=hザ k'2=f2(1+β2)=k2f2

と沿くと， (2)は失のようになる D

(可72 +h'2)φ~O，くV2十 k'2)ψ=0

また， stressは
δu OW _ 02<t _ 02ψ 

Zz/μ=ーでー十ーで了=2←て子 -k'2ψ-2二OZ . o.x -OXOZ -02X 

δωδ2φδ2ψ  
Zz/μ= ム+2一一一 -k'2φ-2~一一一 2 一一一μδ'Z -Ox'" -OXOZ 

さて，境界条件は，境界の両側で

ヱU，ヱW，ヱZx，ヱZz
が連続というととである.したがって，

-(~笠ヱZx+ヱ並凶¥ ot ，-_. -~ ot ソ

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

=-，--~坐ι Zxi+担zλ-ZfhzJmzzt+担 ZZj+豆壁土ZZ.i) く8)
z¥δt ---. oi -~-J jキf¥δt-:-_. ot -~. . 'ot -~J • oi -.-" J 

が連続である。と Lに，i 長よび、 jはφ，φψ，ψrのいずれかを意味するo との第 1項は訟の訟

のの波φ，φ 、t，ψrに伴って zのIE方I古]に単位時間に単位面積を流れる energy.fluxである。

第 2項は iキ jならば，z'や jにどの波の組合せをとっても，女にのベる 2つの組合せを除けば，

Oになる。とのととはその波がS型であると，'E型であるとに関係なく成立する。との証明は容易

である。各組合せについて計算を実行すればよい。しかし，z' '%3-よび jとして，

10 E型のφとE型のφr

2ロ E型のψとE型のψr

の組合せをとるときにだけ (8)の第2項は Oにならたい。とのときには， φもφrもくψもψ/も)

Z方向に同じ速度で進む波であるから， φ+φ，(ψ+ψ')が一つの波と考えられるoとう考えると

第 2 項は O になる。そとで，今後，上記1':' 辛子よび~20のときには φ+φ'(ψ+ψ勺を一つの波と考える

ととにし，とれを E型同種合成波というととにする。とういう場合は，実際には，層があり， そ

の中でめまたはψが E型になるときに生ず、る。結局，く 8)式。第2項は Oとなり， 各波に伴い z

の正方向に単位時聞に流れ出る energyflux CD和が連続であるととが証明さ'れた。とれは Knott

CD energy分配の式を長しひろめたものである。
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今後，各波に伴う energyfluxはtで 1周期の間積分したものを考え，それを Fで表わす。その

ときにも， (8)の第2項は Oとたる O ーとに求めたE塑同顔合成波では energyfluxはφならば

φ=e-lX1fzCA1cosf (x-tt)十Blsin f (x-tt)) 

とすると，

φ'=elXlfZ(A2COS! (x-tt) +B2 sinf (x-tt)) 

P' Iδu δω ¥  
φ+φ，=-¥ (:~~ Za;+←~; Zz )dt=27ta'f2k汽AIB2-BIA2).¥0 ¥ot -~. ot -~ J 

ψのときにも同様にして

(9) 

Fψ+ψ， =2πβ'f2k'2 (~llSB2-SBl~12) く10)

とたるo また，その他の単独のE型ではく9)は Oとなる。つまり，たとえば， Fig. 1の境界に伊1が

入射して φJだけがE型!になるとすると， φ1の energyはφICψムψJに分配され， φJはそれ

とは別に自分が始めからもっていた energyで広方向に準む。したがって， φ2rは境界罪件を満足

するためにだけ存在して， energyの授受にはlあずからない。とれはく2)の解として ept という

型をとったために出てきた矛盾であるo また，strain-energy functionをW とし，運動のenergy

をTとすると s型の波では T=Wであるが，E型の場合には一般に TキW であるととが簡単

な計算からわかる (6)。 また， energy.flux (8)は単位時間の TとW の変化量の和に等しい。

したがって， 一般には 1周期聞に z方向に流れる energyfluxの連続の式は同じ 1周期に増減す

る運動の energyの連続を保証したい。また，E型同種:合成波があるときには，その波を合成して

1つの波と考えたければ， Knottの energy分配の式はなりたたない。その他のときになりたつと

とはずぐにわかるo

三穴に， Fig.2のように，二つの半無限弾性体の閣にいくつかの層がはさま

れているときを考える。図のように波 1が入射して 2，3は反射し，最後に

4， 5という波が透過するとする。 とのときには，各境界面で (8)が成立

つから，中間にはさまれた層でE型の波ができょうと S型の波ができょうと，

そういうととには無関係に

Fl十F2十Fs=Ft十F5 (11) 

がなりたつ。つまり， FlはF2'Fs， F4' F5の利にたつでいる。

2 

Fig. 

勺てこよヂ
S 3. 前の節にのベた矛盾は shocktypeの波を考えれば、，解決す

ると考えられる。一例として，自由表面にsv波が入射し，かつ，反

射P波がE型になる場合を考えようくFig.3、〉。
Z 

Fig. 3 運動方程式はく2)と同じだが，ヲたの型の解を考える。

ψ十'i((x一一宮¥'1t' ==予e'if(x+8z-μ-E〉，グ十f(X+lX，Z-…
-3-
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とLで， α=z'αFと沿き，虚数部分をとるととにする。容易に

A=~β(1ーβ2) T> 4αβー(1ーβ2)2= 一一 B=一一一一一一一一
4αβ+(1-β2)2 4αβ+(1-β2)2 

(12う式に弐の (14)式を作用させると， shock typeに移るととができる。

7-j:叶二F(明

と Lで， Fourierの定理

的)=士一~~ df仁川∞s内 ー 械

を使うと，、tによる変位は

uo=一βF(x一βz-tt) Wo= -F(x一βz-ρt).

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

となる。また，同じようにして ψ/による変位u二d，φ/による変位向，Wlは弐のようにたる。

16α〆2β2ー (1ー β2)4r" • n 8αFβ2(1-β2)2 [∞ f∞ 
u'=β ，-/ F(針 βz-ρt)ー←一一一一一'-¥ df¥ Fくめ討nf(叶 βz-ttーのdε

ム7t' .10 ~-"' .1ー∞

16α'2β2~(1-β2)4 T'O/  8αFβ(1ー β2)2[∞ f∞
W'=一一 F(叶 βzーが)+ ~-- ，-~- . ，-/ ¥ d f ¥ 'F( c) sinf (叶βzーがーのdε

〆 ・ ム7t .10 ~J .1一回

(17) 

4β(1-β2)3 1"∞ f∞ 
Ul' ~/~，~ /~ / ¥ e-!IX'Z df ¥ F(ε)cosf (x-tt-ε)dε 

ιl.7t .1 0 .1 

16αrβ2(1-β2) 1"∞[∞  
ム ¥oe-:fIX'Zdf¥_= F(ε)sinf (x-:-ptー ε)dε

7t .1 0 .1ー∞

16α'2β'2(1ー β2)1"∞「∞
W1= ムzioe引 'Zdf，'_= F(ε)cosfくx-tt-ε)dε(18)

たどし，

4<<-'βく1ー β2)31"∞「∞
ム ¥0e刊 Zdf. ¥_=F(ε)sinf (X-tt-ε)dε 

7t、 10

ム=16α1.2β2+(1-β2)4

‘さて，z=一定の面を通り zのIE方向に単位:時聞に流れ出る energyfluxは

F=-(ごZけなZz)

= 一μベ(一;ご引f汽(~苦5+ i号豹?η)+2:すι. す} f伽O町r

(19) 

=一μρ伴竺(豆並竺+~坐判竺吋)+2並判竺吋(~坐竺十3砕並判)リ1 for φ (20) 
I ot ¥oX ' oz J' ot¥oX‘ oz ) I 

とれにより z=Oのときの Fを計算してみると

、
「

Fや=一μ(1+β2)βρF'2 (21) 

また，Fψ，=F<T'T+F<T'n'とし，F<t'Jはztr，ωFの第 1項だけから求められるものとす‘ると，

F<Þ 'I=μ(16α'2β2ー (1ーβ2)勺2ρβく1+β2)F'2/ム (~2)

また，Fφ，=Fφ't+F'T'Tとし，Fφ は変{立を t沿よび Zで微分するときには第 1項，zで微分すると

- 4-
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きには第 2項だけをとって求められる部分とすると，

FφFI=64μα12β3(1一β2)4Jり(1+β3)F'2/ム2

と Lに， FI=~仁Fくε〉
dε 

とのとき，

Fψ 十F""l千Fφ'1=0 Fψ'1ミo Fφ'Iミ0

てコまり，入射波の energyはF""l' とF<T'lとに分配される。また，前節から

Fψ+Fψ〆十F<t，=0 

したがって， Fψ'n十Fφ'u=0 

(23) 

(24う

(25) 

(26) 

(幻)

39 

がなりたつ。 (30)は入射波と関係のある部分，く3Dは入射波に無関係な部分で， ψrとφrは入射

波から energyを受取る一方， .互に energyを授受しながら z方向に進むととになるd また，

¥ F;: 1= 64al3β
三一

βz
)4=/BI3 I恥ιι恥:与ヰr¥トc1凶配6

F ψiψ ‘ム2

となり，とれは F(8)の形にも Zにも無関係で入射角だけの函数になる(Table1参照)。

F(ε〉として弐の形をとったときを考えてみる。

F(ε)二αe-b'2e'2

とのとき，z= 0で与は

F"lμ= -:-4a2bψβ(1+β2) (x-pt)e-'2b'2(X-pt)3 

4a2bψβ(1+β2) 
Fψ，イ/μ= ム， ，-I (16αF勾2β2一 (1一β2)戸4勺〕ア3(X一ρtの)3e 一2均b~ <.いx-p

256αa3bが4αr勾31:ρ〉β町1+β2り)(α1一β2)戸4 ‘ 一一一
ム3~~ /-'/'-~ /- / C2b(x-Pt)I(2bx-tt)ー 1)2

7t 

〔16α12s2_(1ーβ叩J(xーが) 一一
(2o(x一会t)I(2bx-':'jうの-1)

ム2イ五

(29) 

(30) 

x64(1+β2)(1-β2)2a2b3tαFβ2e-b2(x-pt)'2 く31)

256a2b4Jり叫13β3(1-β2ア(1+β3)F<t，;μ-_............ '"" ..r:-'-'.. ，- ，-./ .'-， ，-/ (xーが)2e-2b~ (x -pt) 

と Lに，

「 ム2

256a2b4jうα。β3(1+β2)(1一β2ア 一一一一
一----------~~-- -----.一一一一一(2b(x-pt)I(2bx-tt) -1)2 . 

Ll~7t 

(16α13β2ー(1ーβ3)勺(x-ρt) ーよー
一一一τ7一一←一一一一(2b(xーが)I(2bxーが)ー.1)

ι~“7t 

x64α2b3ραfβ2く1+β2)(1ー β3)2e-b2Cx-pt)2

問 =;:rJsMdu

で，また，上・の計算には (34)式を使Jった。

~.5 ← 

(32) 

(33) 
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;:J ， 7i e-w cos au・au=一一-e 生

Table J 

(34)(7) 

jF.φ']/F
1Jr 

j I 2561j1+β2)α'3β3 (1-s2L I --~ ~x'-C1β2_ (1--， s2)4J i一……6α'2s2-(ο1 1一β回2 
ム 均 .6，2ゾだ

critical 。 O ×互とμ O ×ょvyyo 

π 
400 0;02802 0.50287 . ~5.92406 

450 O O 。
500 0.00628 0.04691 -1.17989 

600 0.23438 0.83335 -3.01236 

65口 0.53835 1.34888 -2.49819 

700 0.84025 1.47426 -1.28563 

75臼 1.00000 1.18928 0.00619 

80臼 0.78913 0.58275 0.60246 

900 O O O 

共の Table1には /Fφ'i/Fvi，治よび Fφ Jlの各項のうち Z
Table II 

に無関係た音s分を示している。また， Table IIは IC2bt)と

2 bsI(2bs)-1を示して沿いた。たどし， Table 1ではα=b三1
1 (2bs) 12bs 1 (2bs) -1 

O O -1 
eとした。また， ρ=vおinz'で Vsは横波の速度，z'は入射角ー 0.2 0.099996 -0.98000 

0.4 0.19675 -0.92130 
である。との 2つの表をみればわかるように，FφF の第 1項 0.6 0.28263 -0.83042 

II 0.8 0.35994 -0:71205 

は常に負である D つまりとの項はφr→ψFに移動する energy 1.0 0.42444 -0.57556 
1.2 0.47476 一0.41028

を示しているo 一方，FφIlの第 2項は (x-tt)沿よび入射 1.4 0.51050 -0.28530 
1.6 0.53210 -0.14863 

角によって正にもたり，負にもなるo また，との第 2項は入 1.8 0.5404 -0.02728 

2.0 0.5381 0.0762 
封波の振l揺が Oにだるような Zでは生じないないととが容易 2.2 0.5262 0.15764 

2.4 0.5121 0.22904 

にわかる口 2.6 0.4834 0.25684 
2.8 0.4587 0.28436 

ゆ したがって， .Fig.4のよ 3.0 0.4280 0.28400 

アr 3.2 0.4000 0.28000 

うな道すじを遇ってくる反 4.0 0.3023 0.20920 
5.0 0.221 0.1005 

射 SVi皮に伴う energyは当
6.0 0.178 0.0680 

8.0 0.129 0.0344 

Z 然 FIIに含まれる O とにの 10.0 0.102 0.0210 
12.0 0.08454 0.0145 

Fig. 4 
ベた例では FIfの第 1項が

l6.0 0.06300 0.0080 
20.0 0.05025 0.0050 

とれに相当する D とれはt=O左らば， x~l のとき ， (1/2.b2 X
2
)2 

- 6一、
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で減衰する。第 2項は原点からの距難治よび入射角によって符号が異たるので，一義的に断定する

わけにはゆかない。

以ーとの例では， shock typeといっても x方向にすべての現象が一様に Vs/sin"z.で進む場合で

あるから，事実を表わしているとはいいがたい。吏に進んで linesourceの場合を考えるべきであ

るが，とれは後日にゆずる臼
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