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水平等方弾性睡のレ{レー波に就いて

本 間 正 イ乍符

最近，那須博士と表理撃士(1)はp 人工衝撃に依り地表附近の或る水成岩居中の弾性波速度を精密

L に測定された結果，波が水平方向に進む速さは鉛直方向に進む速さより著しく大きく，約 1倍 8

分にも達し，恰も強異方性弾性鵠の様な欣態、にある事を示された. との事は飯田理撃士(2)の測定に

か Lる豊富友材料からも確認されてゐる.との事責は地震波動観測の結果を解緯ずる上に，色々た

貼で考慮しなければ友らぬ庭と思はれる.例へは7表面反射に及ぼす影響，表面波に及ぼす影響等を

吟味する必要がある.

設では差し嘗ってレーレー波に就いて研究1..:-1と結果を報告致し度いと思ふ.コむも強い異方性は表

面近濯に限られたものであらうから，等方宇無限弾性鰭の上に割合に薄い異方性の居がある場合と

かp 深さと共に異方性が減少する様友場合を考へるのが趨嘗友事と思、ばれるが，それ等は取扱ひ上

複雑になる事は菟れ友いから，一先づ等質た呉方弾性鵠の境界平面を停はる平面レーレー波を調べ

て大凡の模様を窺ふに止め共の外の問題は総て他の機舎に譲り度いと思ふ.

~2. 弾性方程式

異方弾性鵠の弾性波を地震波として取扱ったものには例へば松津博士〈めのものもあるが，今の場

合とは問題が違ふので、F 裁で、必要なのは水干の方向には等方的で、あるが鉛直向きに性質が異った場

合， ~pち水平等方鰭 (horizontally isotropic oody)の場合である. との様えに場合の弾性質鰻波に就

いては古く M.P. Rudzki(4)の有名友研究があるから，その基礎方程式を借りる事にすればよろし

* 中央気象蓋

(1)那須信治，表俊一郎;池違式検速儀に依る弾性波惇播速度の測定く其-)，地震， 13.く昭和 16年)， 91

(2) 飯田級事;振動方法に依る岩石の弾性率測定，地震， 13，(昭和 16年)， 299

(3) T. Maもuzawa;On位leRelative Magniもudeofもhe Preliminary and也ePrincipal Portion 

of Ear出quakeMort.ions， Jap. Jour. AsもE・o.Geophys.， 4， (1926)， 1-34. 

(4) M. P. Rudzki; Von Cler Ges同ltelastischer Wellen in Gesteinen， Gerland Beitr. z. GeophYs:， 
3， (1898) 519. 

之は六方晶系 (He玄agonalSysもem)の結晶韓の弾性運動方程式に他ならぬ.く弾性皐書参照)
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98 験 震 時 報

い.Rudzkiとは少し違った記読を使ひ，鷹力と愛形の関係は，zを鉛直軸とする時

Xa::=M1(xa::+仰)-2N2仇 +(Ma--2N1)zz，

Yy=Ml (Xa::十釣)ー2N2ぬ +(Ma-2Ndzz，

Zz=M2zz+(Ma-2N1) (均十釣)，

YZ=N1yz， 

Za::=N1xz， 

X'V=N2xy， 

-・(1)

と表される(1). I3Pち五つの濁立えに弾性係数 Ml，'M2''Ma， N1'， N2がある.而して等方鰭の場合には

ラーメの弾性係数 λμ に封して，

JJl1 =M2=Ma=λ+2μ" 

N1=N2=μ， 

と左るのである.

運動方程式は密度を pとして

θ θ  PZMω)=おは町 Y~， Za::) 匂(デy， Yy， Z'V)十万以Yz，Zz). . .. . . . . . (2) 

只今の論3えでは X，方向に停はる一次元的平面レーレー波を考へ，夕方向には餐佑がたいものと

する.叉鉛直軸は物質の内部に向って正に採り， 自由表面は z=Oに在るとする.更に叉 υ方向

の餐位。は無いものとすると， (1) と (2)より運動方程式は

θ2U θ211， . .~~ B2'/，t θそ切 I 
p :.: =Ml一一+'N一一+(Ma-N)一一一， ， at2 ~ aX.2 .- aZ2 θzθz' 

(. . . . . . . . . . . •. . . .・・・・・(3)
2W ~?\ B2u . ~?a2W . "a2仰 l
Pτ.:; = (Ma-N)一一+N一一+M2一:;-， ) θmθZ Bx3 '~~" az ノ

とたる.但し N とあるは (1)に於ける N1 であって，.'N2 は二次元の問題には関係して来たい-

13Pち話は四個の弾性係敷で決る. との方程式は一般には等方質の場合の撲に稜散量 (dilatation)と

廻碍量 (rotation)とに分けると云ふわけにゆか友い.ぞとで波動の速度を Y として

(叫 ω)∞e'm(a::-vt) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(4)

と仮定しに (3)代入すると，

-m2V2pu= -m，2M1川会+仰叫-N)す)
r .....; ・・(5)

-m2V2pω=仰 (Ma-N)学一伽，2N仰+MA. ) / 
az 、 az~

8u o'IJ.. oω 
(1) 云ふ迄もなく "'..， yz=ー'+ 等包1.."u， v ・10 は麓位成分.符Rudzkiの弾性係数と比較するにXa::= ox' yz= oz -r oy !llF. 1!! [.... u， V， 

は M1→A，M2→α1fs→F+2L， N1→L， N2→N と置けば主い.
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*平等方弾性瞳のレーレー波に就いて 99 

故に

と置けば

1t三Ae一σmz，切ニiBe-σmz ・・・・・・・・・・・・ ・・・・・・-.(6) 

(M1 - V'l.p-cr'l.N) A =σ(M3-N)B， ) 

-σ(M3-N)A= (σ2M2十V'l.p-N)B.J 

之が-A，Bが共に Oでえにく，とも成立する俊件として

M2N計十flぜ32-2M3!f-1I11M'l.十(M2+N)γ'l.p}σヨ十(Mピ'-V2p)・(1Y-V'Jp)=O・・・・・・ (8)ー

-・(7)

を得る.之を σ2に関するこ弐方程式として解いたこ根を 529がとずると，

u=Ae-m~~+ %'t:e-m1] z ， .) 
t . . . . . . . . '. . . . . . . . ， . • . ， . ， . ， ， • . (9) 

叩 =iBe-mEz十i~e-ml') z. J 

術

劇、、，
と友る (1): 但し E と η はEとし，叉 A， B，~; ~は常数であるが (7) に依り

(M] -V2p_~2N) .A'=~ (Ma-N)B， ~ (M3-N) A=  (~'l.M2+ V2p-N)・Bパ
~ .， (10) 

ー (M.1- V
2pーがN)%'t:=η(Ma-:-N)~， η(M3-.N)%'t:ニ (η21ぜ2+V2p'-N)~. I 

とえEる筈である.

ヨえに表面で、藤力 0と云ふ依件は (1)に依り z=oで

Zz=M2学十(M3ー2N)11=Op
CfZ CfX 

/θ叩 θα¥
Zx=Nト一十一一1.=0.，
¥θX " az / 

となる. (9)を代未しτ整理すると F

(Ma-2N) (A+筑)-M2(~B十ηお)=0， ) 
ト ・・・・・(12)

~A十η%'t:十B十お =0. . 

(10)に於ける左側の 2式と (12)の 2式とより A，.%'t:， 'B，~を消去すると，各係数の作る行列式

、‘.，，
1
よ
噌

i，，，、、

¥
h』
E『
I
'
p
l
l
E
E
-
-ノ一

を Oと置いてp

E η 1 1 

M3'-2N M3-2N -~M2 一ηM2
1=0 

llf1':':" v2p-f~N O -~(M3-N) O 

。 M1-V2pーザ~N 。 一η(M3-N)

之を展開じ， (8)より出る関係式

- ~2+が=一旦ー [-M32+2M3N+M]M2ー(M2+N)V2p]，
M'2N 

~ 

(1) 等方韓の時は'M1=民=llfa=Mと置くと，(8)は[M0"2ー(M-V2p)] {N0"2ー(N-Vヤ)]=0と因数分解出来
V2p 

'1l2_'1 
V2p 

るから，例へば ~2=1一一~ . 1]2=]一一一 主なる.)f ' 
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100 験 震 時

~2η2 こ_}__ (.M1一門)・(N-V2p)
M.，N ノ

報

を利用してき楚形すると結局

(~-η) ・ [V4p2ー(Ml+M2~η)V2戸+~ηfM1M2 ーー (Ma-2N)~J= 0， 

或ひは M1=αN， M2=βN， M3=γN， 
~ . .. ...... .... .. .. '(13) 

'T= V2p/N= (vjv S)2; '(V s: S波の速度)， J 

たる記読を使へば，弐の様にも書ける.

(~ --η)f'T2ー (α+βEη)'T+とη{αβ-(γ-2)21]=0. ・・・・ ・・・・・・・・・ ・・・(14)

(14)がどこηに依り満足されて居るものとすれば， (9)の様友一般解は成立℃友いでp

U，= Ae-mgz+~Xze-mgz， 10 =i [Be-mfz+ ~zè-n市]

と云ふ形式の解が之に代る事は徴分方程式の議論から知られて居る所であるがF 斯様に置いては淫

動方程式と境界僚件を同時に減す様な .A， B，m，mを決定出来志い事が詮明されたから〈円結局
'T 'lー (α+βとη) 'T +~η{αβー(γ-2)2}=0 ................:，・・・(15)(2)

又 (8)は

βσ4+fγ(γ-2) -:-2αβ+(β+l)'TJσ2+(α-'T) (1-'T) = 0 ・・・・・・・・・・・・・・(16)

と書かれる. (15)と (16)から T と σ(却ち g，η)が求められy 次に (12)の二式と (10)の第一

式から

η 1 1 E 1 1 

A:m:B:お=一IMa-2N -gMi‘ 一ηM2 M3-2N -~M2 一ηM2

O -~(Ma-N) O MI-V2p_~2N. -~(M3-N) 。
η E 1 η 1 5 

Ma-2N Ma-2N -ηJJ1z ]yJa-2N ~~M2 M3-2N 

。M1-V2p-g2N 0 。-~ (Ma-N) M1- V2p_~2N 
η 1 1 E 1 1 

γ-2 -~β 一ηβ γ-2 -gβ 一ηβ

o -~(γ-1) 。 α←'T -~2 ， -~ (γ~1) O 

η E 1 η 1 E 

γ-2 γ-2 一ηβ γ-2 -gβ γ-2 " 

一0 α-'T-~~ O O -~(γ-1) 0-'T -~2 

(1) 謹明は冗漫になるかち略す.
T 

i2) 誌で cc=β=γ と置くと c2=1ー-::-，.?l=l-Tと存!J， (前頁，脚註参照)，之を用ひると (15)の左遣は
α 

-~(αー1)[(T -2)2_4G1JJ となる.虎が (T-2)2_4~1J=0 はとりも直さず等方韓のレーレー波の特性方程式に
~-1J 
升ならぬものである.
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水卒等方弾性韓のレーレー波に就いて

と在るが，之は結局

A:m:B :Q)=(γ-1) (γ-2+βη2)ご

:(g-η) (日-T-~2) β一(γ-1)(γ-2+β5η) と

: (~~7" -~2) (γ-2千βη2)

.-' 

:ー(α-7"-~~) (γ-2+β5η)ー(γ-1)(γ-2)(C-η)ξ. . . . .. . . . (17) 

と主主るから (9)の様友レーレー波が決定する.

101 

(15) と (16)からず等を求めるに嘗つては，少し方程式を愛形した方が都合がよい.即ち (15)

より

7"2-αT.=[βT一αβ+(γ-2y~]gη

雨蓬を平方して， (16)から出る

を代入すると F 幾らか計算した後に

~:!η2 ー (α- 7")(1-7") 
一
β 

. . . . (18) 

β(β-1)ザ-β(2K七β:-cx.) 7"2十K.(K+2β)7"-K2ニ 0， .. "(19) 

イ旦・し l(=αβ-(γ-2)2 . .... . . ..... ・・・・・・・・・・・・(20)

と云ふ形になる.之より T が分り F その値を (16)に入れて g，ηが求められる.

(19)の左遷は TニOの時 -K2くOとなり，7"=1では β(α-1)となる事が分る.普通α>1と

考へるべきであるからF β(α-1)>0 である.故に弾性係数の{直に関せす~O と 1 の間に (19) を漏

すべき T の賓根が存在する事は保設されて居rT，之が卸ち普通のレーレー波に相賞するもので、捗

る.

S 3. 弾性係敦の選揮及び数値例

裁にー慮 Ml'M2' M3及び N等の大きさの関係を調べて置く必要がある.一般に只今考へて居

る様な水平等方弾性舘内に於て，千百賞鵠波が方向徐弦 (l，句ザ)在る方向に速度 C で進行するも

のとすれば，

(1I1i -N2) lm M1F-十N22rn:l+Nln2p-c2

(M1-N2) lm 

(M3-N2) ln 

h M177b2十N2l'2十N1n
2-ρc2

(M3-N1)n間

と友る(1).X， Z 面内だけを考へれば，m二 O故

(M3-N1)如 . 
4 

(Ms-N1)伽η1=0

M2n
2+N1l'1.十N1伽 2_pC

2

(N2l
2十N1n'2-pc'!.)・[(M1ZZ十N1n2-pc

2)(M2n
2+N lF'-tc2)一(M3'-N lFFn2] = 0(2) .・・・(21)

(1) 例へば松津博士，前出 -(1頁)に於て α11=α22=}'fuα12-α21 =]YIl~2Nム α13=α23=α31=α32= .J.lf3"':"2Nr， 

α8a=}，九， α44=α55= N!)α66=N2 と置けば主い.

(2) 誌に N1 は今迄の J町に営る.(3)式の所，参照.
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102 験 震 E寺ー 報

m方向民向ふ波を考へると，l.:;:: 1，仰=0と置いてF

c2=lJ.f1 主! N2 
p . p p 

z方向に向ふ波を考へると，-n二1，l=Oと置いて

c2こ整.， 主ly N1 
p p 、p

即ち Mh lJ.12及び N・('=N1)は水平方向或ひは鉛直方向に進む P 波や S 波の速度に依って定ま

るものでp 那須，表爾氏の測定結果の様に p 波の水平速度が垂直速度の 1.8倍と云ふ事は

j亙~=1.8iM2 と云ふ意味である.8 波の速度は測定されて居ないから N と M の関係は知れて

ゐたい.Ms を決めるには水平でも鉛直でもない方向の波の速度を求めればよい. 例へば水平と

1 
4;5。の方向を考へると l=n一ーーである.依って (21)の第二因数を 0 と置き一 -j玄

JJls=N+i4p'!.c4-2 (M1十lJf-z十2N)pc'2十(M1+ N)，(M2+N) "・..、・・・(2?)

裁で C は 45
0

'の方向の千面波速度である. 賞測の結果の一つは各方向に於ける速度が分布が大韓

楕固形に近い型を示すから長宇径が 1/主19短宇径が 1/~ι2 の楕国を考へ， 450 の方向の牛径が
C を奥へるものとする.

今楕国
x2 . Z2 
=-;;-+で丁=1
α O~ 

V' P r P 

_21-.2 

の 45
0

方向の宇径 OPを考ヘると(第 1国)， p では x=zであるから ，?:P=Z2.=a;お吉 F 従っ

て α=11 ~竺19α= 冒/笠z を考へて，
r p r p 

2α'2b2 2M，]Jf.， ρc2二 Op2こでア一一一二 llL.r...L. 2 

α“十b2 ぜ1+M2
-・(23)

主なる.之を (22)に入れて Msを求めると， 1711へば

α=予=3，β=十2 友ら γ=予=2.08

叉 α=手=5，βキ=3 友ら γ=予=3、3
と在る，要するに賓測{直から見れば略々 ¥、

MS=lJf2或ひは β戸γ .......... . ・・ ・・・ ・・・・(24)

と考ヘセよい様である.

其庭で前節に説いた庭に従って， α=3で， β性γ)の値を色々愛へ時F 及び β=γ弓3でαーを色

々愛へた時の数値計算を行った(1).結果は第 1表及第 2表に掲げてあり y そめ一部は第 2園及

(1) 那須，表雨氏の結果の様に V~宇l.S-{ß と云ふと α宇3.2β となるが， ζ の 3.2 はレ F レー波等と考へ主

うとするに就いては儀り大き過写る様だから，誌ではそんな大きな範園迄は計算しなかヲた.叉 N に就いては決

める材料が無いか‘ら僚にこの二例を採って見た次焦で、ある

- 6 



集 1 園

水平等方弾性慢のレー.レー波に就いて

集 2国 α=3，β=γ

，・・

，
 
・e-，' 

b 
-・.
‘‘
 ‘
 

• 
、

" ‘， --
第 3固に園示してある.之等に於て Z/H

とあるは，地表面粒子の描く楕園軌道の上

下振幅と水平振幅の比で， レーレ--波に於

ける重要注量である.第-1表の β=3.0及

び第 2表の d=3.0は何れも λ=μ，友る

等方鰭のレーレ{波を示すものである.波

動の速度 V を見ると α=3の方では β=

，2.55附近に極大値を有しFその爾側では何

103 

0・93 1-7 

0・92

1 ，5 

1.6 

マ
マ;

0・91~

Z
一H

β 

2・o 2・2 2・斗 2.6 2.8 ‘ 3-0 

れも速度が遅いが， β=3の方では α と共に V は増すー方である.Z/Hは上記二種の何れに於

ても等方鵠の場合が最も小さい値を採り，異方性が増す程大きく成って居る.従って，等方鰭の時

第 1 表

α=3，β=γ 

β 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 

一
T 0.8375 0.8458 0.8506 0.8517 0.8493 0.845 

一 一
ηVs 0.915 0.920 0.922 0.923 0.922 0.919 
一 一 一
E 1.279 1.211 1.136 1.054 0.960 0.847 

? 0.328 0.321 0.322 0.332 0.354 0.393 

一 一 一 一 一 一
前/A O.260 O.302 O.345 O.401 O.473 O.577 
B/A 0.411 0.473 0.539 0.616 0.711 0.847 
fB/A 1.605 .1.587 i.565 1.536 1.504 1.468 
一 一 一
Z/H 1.61 1.595 1.565 1.54 1.50 1.47 

策 2 表

β=γ=3 

3 

3.0 3.2 3.5 4.0 5.0 
，〆 一
0.8453 0.8577 0.8729 0.8931 0.9183 

一 一
0.919 0926 0.934 0.945 0.958 

0.8475 0.968 1.117 1.321 1.654 

0.393 0.344 0.299 1.069 1.452 

一
iU/A O.577 o.474 O.381 0.293 O.191 

B/A 0.848 0.725 0.618 0.515 0.407 

母/A i.468 i.530 1.621 1.762 2.020 

Z/H 1.47 1.53 1.62 1.76 1.69 

E
S

一

即
一

E
η
'

乃は S波速度，jz
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104 験 震 時-報

Z/H の値が賞測値の平均より大き過ぎると言ふ一般的観測事賓の解揮には，只今の様友具方，鰻を

考へる事は寧ろ不適営であるが，元来個々の賓測値と云ふものは平均値とは甚だ具り F 大小非常に

直々友値を採つ，て居るもので、あってF 或る場所ではとの様友呉方性の震に Z/Hが大き過ぎて観測

されると云ふ事もあるかもしれないのである.

~4，特性方程式の根に関するー注意

地球物理事的の問題は以上述べた事にー騒謹きる様に思はれるがF 本節には角一般弾性撃的興味

から， (15)， (16)及び (19)等の特|生方程式の根に闘する簡単な吟味を行ひ度いと思ふ.如何となら

ば (19)は T の 3弐式で， 上記のレーレ{
策 3 園 β=γ=3

波の根以外にF 向正の賓根を持つ可能性があ九 /ぺεo
るからである.嘗って P.Caloiは等方弾性

憶に就い七，斯様な正根を二つ求め3 彼の験 0・96

測に，か Lる長週期表面波の解緯にF 庭用し

た事がある(1)，然し H.A. Lamb が夙に論
~らL-1と一斗 1 ・8

じた如く Caloiの用ひ?と根は無理方程式を
0・1L/-

ーって…た鰍根吋って表 |豆ど
面波?表はすものでは無い夙庭が異方性弾 IVs/ 
性鰻に於ては，之に相営する根が合理的にな

る場合が生じ得る様に思ふのである.然し議 0・92白 1-

論は地震事上の問題から大部逸脆する事にな 。〈、
るか，らy 裁には例を以て鯖れ置くに止め，詳 -3・0 4・O 5'0 
細友吟味は他日遁嘗な誌上に譲り度いと思

~・

先づ (19)の左遷は αd>1，βd>1として 7=0に於て _K2(負)， 7=1に於て β(cx.-l)故正と

友 t，7=∞で、，7二一∞正で、負と友るから， 0と1の間の正根以外の賞根は共に負かp 共に正で、

Oと 1の間にあるかy さもなければ共に正で 1より大きい所にある(第 4園).扱て，

β-α~K， l~K>O \ 

と慨しよう都目=0と置いた時間か胤れる根 70棋は普通のレ…波探

(1) P. Caloi Sur une onde iongu・eoscillanも dansle plan principal， publ. Bur. Centr. Seism. 

Intern. A 15， (1937)， p. 93. 
(2) H. A. Lamb ;. On the Propagation of Tremors overthe Surface of an Elas七icSo1id， Phil. 

Trans， A 203， (1904)， p. 1. 
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へる; (従って α〉βではレーレー波がたい).他の根は 'T=oの近所にあるから，O(K)の量と見

積り (19)に代λすると o(K3)の量は省略して

β(β-ci) 'T2-2βK'T+K2寺O

2=K  [β土jββ(β一α)J
β(β-Cl) 

之等は何れも正の賞根であって Oとiとの聞に存在する.依ってその資格は 'To と少しも異る庭

が無い筈である・ー 九

との一例を以って見ても斯様な弾性舘内には別産のレ{レー形表面波が存在し得る事は疑ひ無い

と思ふものである.

言5.結論

水平等方弾性躍の表面を停はるレ{レ{波の性質を調べ，特にその速度及び上下動と水平動の比

を計算した.賓際問題・としては表面附近だけが強異方性を呈するものと考へられるから今同の結

果を直ちに賞用問題に営て践める事は恐らく蛍を得ないでLあらうがy 従来との種の研究を徐り見か

け友いから差雷って基本的た場合を取扱った.共の他の問題も近い中に調ぺたいと思ふ.叉5草性

係数の僚件弐第では，別種のレ{レー形表面波が二個存在する場合もある事を例を以って示した.

(昭和 16年 11月，於F 中央気象蓋)

〔後記〕 河角博士の御教示に止ザ AlfredRosenbla抗“Surla propagation des ondes de Rayleigh .dans 

les milieux transversalemenもisoもropiques，"Revista de Oiencias， Lima， (1940)， pp. 901-'916に同様な事

を取扱ってあるのを知る事が出来た.但し之には形式的の解を奥へであるだけで数値的吟球は無い.
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